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Vorwort   zur   (M-stcii   Aiiflnüc 


r  ür  .Icdcn,  den  sciiio  luathematischen  Studien  üIht  die 
Elemente  hinausführen,  ist  die  Bekanntschaft  mit  den  Determinan- 
ten lieute  nicht  mehr  zu  enthehren.  Hiernach  sind  entweder  die 
akademischen  Studien  damit  zu  bej^innen,  oder  es  muss.  was  nach 
der  Ansicht  des  Verfassers  nocli  enipfehUMiswertlier  sein  dürfte, 
(h'r  mathematische  Unterricht  in  dei-  Schuh'  (himit  al)gesclilossen 
werden.  Seihst verständlicli  hat  sich  die  Lehrmethode  der  neuen 
Disciplin  diesem  Alter  und  den  entsi)rechenden  Vorkenntnissen 
der  Lernenden  anzui>assen.  und  es  erwachst  somit  für  die  Lehrer 
der  Mathematik  die  N'erptiichtung,  dafür  zu  sorj^en,  dass  es  auch 
für  diesen  'i'heil  ihicr  Wissen.schaft  an  geeigneten  Lehrhüchern 
nicht  fehle.  Zu  wiederholten  Malen  hat  der  Verfasser  Schülern 
von  IG  bis  18  Jahren  die  Determinanten  vorgetragen  und  bringt 
in  dem  vorliegenden  Schriftchen  die  von  ihm  eingehaltene  Methode 
in  geeigneter  Ergänzung  zur  Kenntniss  des  mathematischen 
Publikums.  Dersellie  wai-  bemüht,  die  Entwicklungen  und  Be- 
weise, obgleich  er  sie  in  wissenschaftlicher  Strenge  durchführt, 
mit  Hülfe  einer  zweckmässigen  Anordnung  einfach  und  leicht 
verständlich  zu  halten.  Nicht  selten  ist  für  den  nämlichen  Satz 
mehr  als  ein  Beweis  gegeben,  und  zahlreiche  Beispiele  dienen 
dazu ,  bereits  entwickelte  Lehrsätze  näher  zu  erläutern  und  den 
Lernenden  in  den  Sinn  derselben  einzuführen.  Die  beiden  letzten 
Al)schnitte  enthalten  Anwendungen  der  Determinanten  auf  die 
analytische  Geometrie  der  Ebene  und  die  Algebra.  Insbesondere 
der  Erstere  setzt  Nichts  als  die  Grundbegriffe  der  l)etreffenden 
Disciplin  als  bekannt  voraus  und  kann  somit  als  elementare  Ein- 
leitung in  dasjenige  Gebiet  der  Mathematik  angesehen  werden,  in 
welchem  die  Theorie  der  Determinanten  bis  jetzt  die  fruchtbarste 
Verwendung  gefunden  hat. 

Darmstadt,  im  Octobei'  is?:-). 

Dr.  H.   Dölp. 


\^>r\\(>rt    /.UV   drillen    Auilaffc^ 


1  )i('  vorlicm'iidc  dritte  Autlajic  ist  iiiif  den  Wiiiiscli  der 
Wittwc  des  sciiKMii  Lehrberuf  allzufriili  entrissenen  \'ci-fassers  ein 
im  Wesentlichen  unverän(h'rter  Ahdruek  der  ersten  Autlaj^e  und 
unterscheidet  sich  von  dieser  mir  durcli  geringfügige  Aenderungen 
meist  redactioneller  Natur  und  wenige  Verbesserungen,  welche  der 
unterzeichneten  Verlagshandlung  von  einem  Fachmann  zur  \'er- 
fügung  gestellt  wurden.  Möge  die  ungewöhnlich  günstige  Auf- 
nahme, welche  das  dem  Bedürfniss  elementaren  Lehrvortrags  so 
vortreftiich  entsprechende  Buch  in  den  Kreisen  von  Lehrern  und 
Studirenden  gefunden  hat,  auch  der  vorliegenden  dritten  Auflage 
zu  Theil  werden. 

Darmstadt,   im  A^ril  18S.S. 

Die  Verlagshandlung : 
L.   Brill. 


§.  1.    Bildungsweise  und  Anzahl  aller  möglichen  Permutationsformen 
aus  gegebenen  Elementen. 

Durch  die  Symbole  a .  b,  c  .  .  .  n ,  oder  «, ,  a^  ^  a,  .  .  .  a„  wollen 
wir  einzelne  ganz  beliebige  Grössen  bezeichnen  und  dieselben 
Elemente  nennen.  Ihre  besonderen  Eigenschaften  und  "Werthe 
sind  für  die  beabsichtigten  Entwicklungen  ohne  jede  Bedeutung, 
und  wir  unterscheiden  sie  nur  von  einander  durch  die  Verschieden- 
heit der  zu  ihrer  Bezeichnung  dienenden  Buchstaben  oder  Indices. 
Aus  einer  bestimmten  Anzahl  solcher  Elemente  lassen  sich  Verbin- 
dungen herstellen,  von  denen  jede  alle  gegebenen  Elemente  enthält, 
doch  so  geordnet,  dass  deren  Reihenfolge  in  allen  Formen  eine 
andere  ist.  Eine  solche  Verbindung  gegebener  Elemente  nennen 
wir  eine  Permutationsform  oder  Permutation  und  sagen,  Elemente 
seien  permutirt,  wenn  alle  möglichen  Permutationen  daraus  her- 
gestellt sind.  Aus  drei  Elementen  sind  z.  B.  die  folgenden  sechs 
Permutationen  möglich : 

a  h  c  ,       ach,       h  a  c ,       h  c  a ,       c  a  h  ^       c  h  a; 

a^  öj  O3 .    flj  a,  a.^ ,     rt,  a,  a^ ,    a.^  «3  a^ ,     «3  a^  0, ,     «3  «2  ^1  • 

Wir  sehen  es  als  unsere  nächste  Aufgabe  an,  ein  Verfahren  zu 
ermitteln,  nach  dem  alle  aus  gegebenen  Elementen  möglichen 
Permutationen  mit  Sicherheit  gewonnen  werden  können,  und  führen 
zu  dem  Zwecke  unter  den  Elementen  eine  gewisse  Rangordnung 
in  der  Weise  ein,  dass  wir  bestimmen,  b  soll  höher  sein  als  a, 
c  wieder  höher  als  b  und  a,  auch  d  höher  als  c,  h  und  a  u.  s.  w., 
sowie  wir  auch  a^  höher  als  a, ,  «3  höher  als  a^  und  a^,  «^  höher 
als  ttj ,  öj  und  a,  u.  s.  w.  annehmen. 

Aus  zwei  Elementen  a,  und  a^  können  nur  die  beiden  Permu- 
tationen o,  «2 ,  a^  «1  gewonnen  werden.  Um  drei  Elemente  zu  per- 
mutiren ,  stellen  wir  zuerst  die  drei  Formen  a^  a^  a^ ,  «2  a^  a^ , 
Ö3  öj  a^  her,  in  welchen  je  eines  der  Elemente  am  Anfang  steht, 
und  die  übrigen  in  natürlicher  Ordnung  nachfolgen.  Aus  jeder 
dieser  drei  Formen  lässt  sich  noch  eine  zweite  dadurch  ableiten, 
dass  man  nur  die  beiden  letzten  Indices  pernuitirt ,   und  so  er- 
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O  rormntntioiicn  nn»  gogübcncn  Elementen. 

iH'Wn  sich  aus  drei  KltMiuMitcii  im  (Jnii/.iMi  dio  fol,u(Mi(l(Mi  sechs 
I'cnnutationeii : 

".    "a    ^'3  ^  "i    ^'i    ^'3  ^  ^';.    "1    "i 

(l^  <i.,  ff,, ,  <(.i  (I3  ff,  .  «3  «2  a,  . 

Es  ist  nicht  schwer,  (Uis  aii,u('zeii;te  \'eirahren  auf  vier  Kh'mcnte 
/u  iU)ertra,i,UMi.  Der  Vereinfachung  weucn  sollen  liierbei  die  Ele- 
mente durci»  ihre  Indices  vertreten  sein.  Wieder  stellen  wir  zuerst 
nur  diejenigen  vier  Formen  her,  in  denen  je  eines  der  gegebenen 
Kiemente  an  der  Spitze  steht  und  die  übrigen  sicli  in  natürlicher 
Ordnung  anschliessen.    Sie  heissen: 

1234,         2134,         3124,         4123. 
Werden  nun  in  jeder  dieser  vier  Formen  unter  Beibehaltung  des 
Anfangselenientes  die  drei  letzten  Indices  permutirt,  so  gehen  aus 
einer  jeden,  sie  selbst  mitgezählt,  im  (ianzen  sechs  Formen  hervor, 
die  wir  hier  folgen  lassen: 


1234 

2134 

3124 

4123 

1243 

2143 

3142 

4132 

1324 

2314 

3214 

4213 

1342 

2341 

3241 

4231 

1423 

2413 

3412 

4312 

1432 

2431 

3421 

4321. 

Nichts  ist  leichter,  als  dieses  Verfahren  auf  eine  grössere  und  be- 
liebige Anzahl  von  Elementen  auszudehnen.  Es  findet  einen  prä- 
cisen  Ausdruck  in  der  folgenden  Regel: 

Um  die  Elemente  a^,  a^,  O3  .  .  .  .  a„  zu  permutiren ,  geht 
man  von  der  Grundform  ihrer  Indices  aus,  also  von  der  Form 
1  2  3....«,  und  leitet  jede  folgende  Form  aus  der  vorher- 
gehenden dadurch  ab,  dass  man  in  dieser  dasjenige  am  weitesten 
rechts  stehende  Element  aufsucht,  welchem  noch  ein  oder  mehrere 
Elemente  von  höherem  Range  nachfolgen.  Alle  Elemente,  welche 
dem  so  ermittelten  vorangehen,  werden  unverändert  in  die  neue 
Form  übernommen ,  das  bezeichnete  Element  selbst  aber  durch 
dasjenige  nachfolgende  ersetzt,  welches  ihm  hinsichtlich  des  Ranges 
(nicht  des  Ortes)  am  nächsten  steht.  Alle  weiteren  Elemente 
folgen  dann  in  natürlicher  Ordnung  nach. 

Auch  die  Frage  nach  der  Zahl  aller  Permutationen,  welche 
aus  n  Elementen  im  Ganzen  möglich  sind,  kann  im  Anschluss  an 
die  vorhergehenden  Erörterungen  leicht  beantwortet  werden.  Zur 
Bezeichnung  dieser  Zahl  soll  uns  das  Symbol  P„  dienen,  so  dass 
das  Symbol  P„_i  die  Zahl  aller  Permutationen  vorstellt,  welche 
aus  (n — 1)  P^lementen  gebildet  werden  können.    Wie  bisher,  wer- 
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den  zuerst  diejenigen  Formen  hergestellt ,  \Yelclie  mit  den  Ele- 
menten 1  bis  n  anfangen  und  die  weiteren  Elemente  in  natür- 
licher Folge  enthalten,  nämlich: 

1  2     3 n 

2  1     3 n 

3  1     2 n 

n     1     2 (n—l). 

Durch  Permutation  der  (n—l)  letzten  Indices  gehen  wieder 
aus  einer  jeden  von  diesen  n  Formen  so  viele  neue  hervor,  als 
deren  aus  (n — 1)  Elementen  überhaupt  möglich  sind,  eine  That- 
sache,  welche  ihren  Ausdruck  in  der  folgenden  Formel  findet: 

P„  =  «.P„_,.  (1) 

In  Worten  heisst  dies:  Aus  n  Elementen  lassen  sich  n  mal  so 
viele  Permutationen  herstellen,  als  aus  0^—1)  Elementen.  Werden 
in  dieser  Formel  der  Zahl  n  nach  und  nach  besondere  Werthe 
beigelegt,  so  gehen  die  folgenden  speziellen  Formeln  daraus  hervor : 

P.  =1 

P,  =  2  .  P.  =  1  .  2 
(2)  P3  =  3  .  P,  =  1  .  2  .  3 

P  =  4  .  P  =  1  .  2  .  3  .  4 


P„  =  «  .  P„_,  ==  1  .  2  .  3  .  4  . 


§.  2.    Eintheilung  aller  Permutationsformen  in  2  Klassen.    Inversionen. 

Werden  aus  einer  Permutationsform  zwei  beliebige  Indices 
herausgenommen  und  so  neben  einander  gestellt,  wie  sie  in  der 
Form  selbst  auf  einander  folgen,  so  erhalten  wir  ein  Indicespaar. 
Aus  der  Form  a^  cii  a^  a^  ergeben  sich  auf  diese  Weise  die  fol- 
genden Indicespaare :  41,  43,  42,  13,  12,  32.  In  einigen  Paaren 
folgen  die  beiden  Indices  in  natürlicher,  in  anderen  in  umge- 
kehrter Ordnung  auf  einander.  Das  letztere  ist  der  Fall  bei  den 
Paaren  41,  43,  42,  32.  Eine  solche  Umkehrung  der  natürlichen 
Folge  zwischen  irgend  zwei  Indices  einer  Permutationsform  wird 
Inversion  genannt,  und  man  zählt  hiernach  in  jeder  Form  so  viele 
Inversionen,  als  Indicespaare  darin  vorkommen,  bei  denen  der 
hcihere  Index  dem  niederen  vorangeht.  Nur  die  Grundform  hat 
keine  Inversionen  aufzuweisen,  während  alle  übrigen  solche  in  be- 
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4.  Dio  Iiivcrsionon. 

stimiiitor  Zahl  enthalten.  So  zälilcn  wir  z.  B.  in  a^  a^  a^  n^  a.^  die 
fünf  Inversionen  Hl,  32,  54,  52,  42  niiil  in  dbac  deren  vier, 
nüinlich  dh,  da,  de  nnd  ha. 

Nach  der  Zahl  der  Inversionen  hat  man  alle  Pennntations- 
fornien  in  zwei  Klassen  getheilt  und  zählt  alle  Formen,  in  welchen 
eine  gerade  Anzahl  von  Inversionen  vorkonnnt,  in  die  erste,  da- 
«jejjen  alle  Formen  mit  ungerader  Zahl  von  Inversionen  in  die 
zweite  Klasse.  Hiernach  muss  3  4  7  l  G  2  5  zur  ersten,  dagegen 
4  2  15  7  3  f)  zur  zweiten  Klasse  gerechnet  werden,  weil  dort 
zehn,  hier  sieben  Inversionen  vorhanden  sind.  Für  die  Lehre 
von  den  Determinanten  ist  nun  der  folgende  Satz  von  grösster 
Wichtigkeit: 

W  e  r  d  e  n  i  n  e  i  n  e  r  P  e  r  m  u  t  a  t  i  0  n  s  f  0  r  m  z  w  e  i  b  e  1  i  e  1)  i  g  e 
Elemente  oder  deren  Indices  vertauscht,  so  nimmt 
die  Zahl  der  vorhandenen  Inversionen  um  eine  un- 
gerade Zahl  zu  oder  ab;  sie  wird  daher  gerade,  wenn 
sie  vorher  ungerade  war,  und  ungerade,  wenn  sie  vor- 
her eine  gerade  Zahl  war,  oder  in  kürzeren  Worten: 
Durch  den  Tausch  von  zwei  Elementen  oder  deren 
Indices  wechselt  jede  Permutationsform  ihre  Klasse. 

Der  Sinn  dieses  Satzes  soll  zuerst  an  einem  Beispiele  fest- 
gestellt werden.    Von  den  vier  Formen: 

ag  a^  a,  «j  a^  a^  «^ ;         a^  a^  a^  a,  Gq  a.  «^ ; 
«3  «2  a^  «1  «6  a.,  ttg ;         a^  a,  «4  a^  a^  a-  a^ 

ist  aus  der  vorhergehenden  jede  folgende  dadurch  hervorgegangen, 
dass  man  zwei  Indices  vertauscht  hat.  Sie  zählen  der  Reihe  nach 
10,  7,  G,  3  Inversionen  und  gehören  daher  abwechselnd  zur  ersten 
und  zweiten  Klasse.  Um  den  Satz  allgemein  zu  beweisen,  be- 
zeichnen wir  die  Indices  einer  beliebigen  Permutationsform  in 
nachstehender  Weise : 

r^  r^  ....  j^s^  s^  ....  ]i  t,  t^  ...  .  {Ä) 

Hier  sind  i  und  h  die  beiden  Indices,  welche  wir  zu  vertauschen 
die  Absicht  haben.  Wird  dieser  Tausch  ausgeführt,  so  entsteht 
die  Form: 

r^  r^  ....  Ti  Sy  s.^  ....  i  t^  t^  ...  .  (B) 

und  wir  wollen  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  die  Anzahl 
der  Inversionen  durch  diesen.  Tausch  verändert  hat.  Thatsache 
ist,  dass  ein  grosser  Theil  der  Inversionen  von  A  unverändert 
in  B  fortbesteht  und  deshalb  bei  unserer  Untersuchung  unberück- 
sichtigt bleiben  kann.    Es  sind  dies: 
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1)  Alle  diejenigen  Inversionen,  welche  die  Indices  der  Tinippen 
r,  s  und  t  unter  einander  bilden,  weil  deren  gegenseitige  Stellung 
von  i  und  Je  ganz  unabhängig  ist. 

2)  Alle  diejenigen  Inversionen,  welche  gebildet  werden  von 
irgend  einem  Index  der  (irui)pen  r  und  t  mit  einen»  der  beiden 
V(M-tauscliten  /  und  Je,  weil  die  Stellung  dieser  Gruppen  zu  i  und 
Je  durch  den  Wechsel  von  i  mit  Je  nicht  verändert  wird. 

Dagegen  tinden  wir  in  Ji  diejenigen  Inversionen  verändert, 
welche  in  Ä  zwischen  den  Indices  der  Gruppe  s  einerseits  und  / 
und  /.•  andererseits  bestehen,  weil  deren  gegenseitige  Stellung  durch 
den  Tausch  eine  andere  geworden  ist,  sowie  auch  die  vertauschten 
Indices  /  und  Je  selbst  nur  in  einer  der  beiden  Formen  eine  In- 
version bilden  können.  Xelimen  wir  nun  an ,  unter  den  Indices 
der  Gruppe  s  seien  der  Zahl  nach  m  höher  und  n  niederer  als  ?, 
und  ebenso  7;  höher  und  q  niederer  als  Je,  so  kann  die  Anzahl 
aller  Indices  innerhalb  der  Gruppe  s  sowohl  durch  (ni-j-n),  als 
auch  tlurcli  (j)  +  q)  ausgedrückt  werden ,  und  dies  führt  zu  der 
Relation : 

m  +  «  =  2>  -\-  1- 

Wird  noch  weiter  angenommen,  Je  sei  höher  als  ?',  so  lässt 
sich  die  Zahl  der  in  Betracht  zu  nehmenden  Inversionen  in  Ä 
und  I)  in  folgender  Weise  feststellen: 

In  der  Form  A  sind  zu  berücksichtigen: 

1)  >?  Inversionen  zwischen  l  und  denjenigen  s,  welche  gemäss 
der  Annahme  niederer  als  i  sind  und  ihm  nachfolgen. 

2)  2)  Inversionen,  gebildet  von'Z;  mit  denjenigen  s,  welche, 
wie  vorausgesetzt  wird,  höher  als  Je  sind  und  vorhergehen. 

Die  Zahl  aller  Inversionen  in  Ä,  soweit  sie  hier  in  Frage 
kommen,  beträgt  mithin: 

^4  =  11  -f  2>- 

Ebenso  müssen  in  der  Form  B  in  Anrechnung  gebracht 
werden : 

1)  m  Inversionen  zwischen  /  und  denjenigen  .s,  welche  höher 
als  i  vorausgesetzt  sind  und  diesem  vorangehen. 

2)  q  Inversionen  zwischen  Je  und  denjenigen  *',  welche  niederer 
als  Je  sind  und  in  der  zweiten  Form  dem  Je  nachfolgen. 

3)  Die  eine  Inversion,  welche  in  Ji  Je  mit  i  sell)st  l)ildet. 
Die  Zahl  aller  Inversionen  in  L\  die  hier  berücksichtigt  wer- 
den müssen,  beläuft  sich  mithin  auf: 

B  =  m  +  q-\-\, 


1,  Das  DifToronzeniiroilukt. 

iiiul   liicni.-u'li  kann   t\vv  UntiM-schiod   der   beiden   Invcrsionszahlen 
ausgedrückt  werden  durch  die  Formel: 

D  =  Ä  —  B  =  {n+  }))  —  (m  +  ry  +  1). 

Wird  die  t)l)en  angeführte  Identität  m-\-n=^p-yti  hiermit  ver- 
bunden, so  gellt  daraus  7)  in  einer  von  beiden  Formen  hervor: 

2)  =  12  {p  —  m)  —  1 ,    oder :    7>  =  2  («  —  (/)  —  !, 

und  wir  erkennen  daraus,  dass  J)  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 
An  dieser  Thatsache  wird  auch  durch  die  andere  Annahme, 
/  sei  höher  als  /r,  nichts  geändert;  dami  würde  nämlich  die  Iri- 
versionszahl  in  ^1  um  1  grösser,  in  li  um  1  kleiner  und  J)  um  2 
grösser  an/unehmen  sein,  mithin  1)  eine  ungerade  Zahl  bleiben. 

A 11111 1' rk  Uli  g:     Am    Sclilusso     des    niiclistcn    Abschiiittos     werden     wir 
nocli  einen  anderen  Beweis  für  diesen  Satz  geben. 


§.  3.    Das  Differenzenprodukt. 
Aus  den  Elementen  der  Reihe 

stellen  wir  in  der  Weise  Difterenzen  her,  dass  wir  jedes  Element 
von  allen  dem  Range  nach  höheren  abziehen.  W^erden  die  so  ge- 
wonnenen Ditferenzeu  sämmtlich  zu  dem  Produkte 

P=  («1— «o)   («2— «o)  (»3— «o)  •  •   •  (öi— «o)   •  •   •  («k  — «o)  •  •  •  («n— «o) 

(«.,— a,)  («3— aj  . . .  (ai— «,) . . .  (ok— aj  •  •  •  (a„— aj 
(«3— aj  . . .  iß—a^) . .  .  («k— aj  . . .  (a„- aj 


(3)  («i— tti-i)   .  .   .   («k— «i-l)  .   .   .  (rtn— rti-l) 

(«k  — Ok-l)  .  .  .  («n— «k-l) 


(a„— an_i) 

vereinigt,  so  hat  dasselbe  die  wichtige  Eigenschaft,  dass  es  beim 
Wechsel  von  zwei  Elementen  seinen  absoluten  Werth  unverändert 
beibehält  und  nur  das  Vorzeichen  wechselt.  Nennen  wir  also, 
nachdem  a-,  mit  a^.  getauscht  ist ,  das  Produkt  P, ,  so  muss  be- 
wiesen werden,  dass  P,  =  —  P  ist. 

Nach  dem  erwähnten  Wechsel  stehen  die  Elemente  in  folgen- 
der Reihe: 

«0  «1   «2     •     •     .     «i-l  «k  «i  +  l     .     .     .     «k-1  «i  «k  +  1     .     .     .    «n    (-B)- 


Das  Differenzenprodukt.  7 

Die  Form  des  Produktes  zeigt  uns,  dass  es  jede  nur  mögliche 
Differenz  zwischen  je  zweien  der  Elemente  als  Factor  enthält,  und 
dass  dies  auch  noch  dann  der  Fall  sein  muss,  wenn  a-,  seinen  Ort 
mit  rtk  getauscht  hat.  Daraus  ziehen  wir  nun  den  Schluss,  dass 
hinsiclitlich  des  absoluten  Wertlies  die  einzelnen  Factoren  von  P 
und  P,  übereinstimmen  müssen,  womit  nachgewiesen  ist,  dass  auch 
P  und  P,  gleiche  absolute  Werthe  besitzen.  Die  Differenzen  der 
einzelnen  Elementepaare  entstehen  in  der  Weise,  dass  immer  das 
in  der  Elementenreihe  voranstehende  Element  von  dem  nachfolgen- 
den abgezogen  wird,  niemals  umgekehrt,  und  dalier  muss  der 
Tausch  von  O;  mit  «k  bei  einer  Anzahl  dieser  Differenzen  Zeichen- 
wechsel veranlassen,  deren  Einwirkung  auf  das  ganze  Produkt 
untersucht  werden  muss.  Klar  ist,  dass  diejenigen  Differenzen, 
welche  weder  von  cii  noch  von  a^  abhängen,  bei  dem  erwähnten 
Tausche  auch  hinsichtlich  des  Vorzeichens  unverändert  bleiben. 
Das  Gleiche  lässt  sich  übrigens  auch  von  einer  beträchtlichen  An- 
zahl derjenigen  Differenzen  behaupten,  welche  a-,  und  at  mit  den 
übrigen  Elementen  hervorbringen,  und  zwar  sind  dies: 

1)  Alle  Differenzen  zwischen  a-,  und  ctk  und  den  Elementen 
«0»  "n  f*2  •  •  •  ^^i^  «i-i'  ^^'^il  ^^i^se  auch  in  der  Reihe  P,  wie  in 
A^  den  vertauschten  Elementen  vorausgehen. 

2)  Diejenigen  Differenzen ,  welche  von  a-,  und  Ou  mit  Ok+i , 
«k+2,  «k+s,  .  •  •  bis  «n  gebildet  werden,  weil  diese  auch  in  der 
Reihe  P,  genau  wie  in  A,  den  vertauschten  Elementen  nachfolgen. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  zu  untersuchen,  welchen  Ein- 
fiuss  der  Wechsel  von  «;  mit  a^  auf  die  Vorzeichen  derjenigen 
Differenzen  ausübt,  die  gebildet  werden  von  a-,  und  «k  mit  den 
Elementen,  welche  in  A  und  in  P  zwischen  ihnen  stehen.  Nennen 
wir  ein  solches  Element  «s,  so  entsprechen  ihm  aus  der  Reihe  A 
die  b(;iden  Differenzen  («s— Oi)  und  (ak— aj,  während  dieselben, 
aus  der  Reihe  P  entnommen,  (a;— «J  »nd  {a^ — «t)  heissen,  weil 
ja  stets  das  vorhergehende  Element  von  dem  nachfolgenden  ab- 
gezogen werden  muss. 

Dieser  Vergleich  überzeugt  uns,  dass  die  bezeichneten  Dif- 
ferenzen beim  Wechsel  von  a,  mit  «k  JiHe  die  \'orzeichen  wechseln. 
Dennoch  wird  hierdurch  das  Vorzeichen  des  Produktes  nicht  ver- 
ändert, weil  diese  Differenzen  in  gerader  Zahl  auftreten  müssen, 
indem  jedem  zwischen  a,  und  «k  stehenden  Elemente  zwei  Diffe- 
renzen ents])rechen.  So  bleibt  mu-  noch  die  Differenz  ia^—a,)  zu 
berücksichtigen,  welche  sich  in  («i— ak)  umwandelt,  d.  h.  e^benfalls 
das  Vorzeichen  wechselt.  Da  aber  dieser  Zeicheiiwechsel  nicht, 
wie  solches   vorher  der  Fall  war,   durch  einen  correspondirenden 


^  l)i  linifioii  (Kr   l>oti'miiiiaiite. 

aufm'liDlx'ii  wird,  so  veranlasst  er  eiiirii  /cicluMnvecliscl  des  ganzen 
l'roduktes.  inid  daher  muss  1\  =  —  P  sein. 

Indem  wir  nns  die  weitere  iMitwickelnn«;-  des  rrodnktcs  V 
Yoibehalten,  l)eji;rüiiden  wir  auf  die.  eben  bewiesene  Kigenseliaft 
desselben  einen  zweiten  beweis  des  Satzes,  dass  in  jeder  l'ernm- 
tationstorni  der  Tausch  von  zwei  Elementen  einen  Klassen  Wechsel 
der  Form  zur  I-'olue  hat.     Ist 

eine  soiclie  rermutationsform,  so  bilden  deren  Indices  die  tol,i;eiide 
Reihe: 

/o    ',     ',.     .    .    .     .    /"k    •    .    •    .    'k    .    •     •    .    '„       (4) 

So  würden  z.V..  der  Form  rr^  rr,  a.  a.^  a,.  «,  «4  die  Werthc  ent- 
sprechen :  /■„  =  5 ;  /,  =  o ;  /.^  =  7 ;  /'s  =  2 ;  i^  =  0 ;  ir,  =  1 ;  /„  =  4. 
Das  der  Indicesreihc  entsprechende  Ditferenzenprodukt  heisst  jetzt: 

(/,,  —  /,)  (i.-i,) (^.  — '.) 

(/a-/.) ('n-^J 

So  oft  in  Reihe  (4)  ein  höherer  Index  einem  niederen  vorangeht, 
tinilen  wir  in  diesem  Produkte  eine  negative  Ditfereuz,  weil  stets 
der  vorausgehende  Index  von  dem  nachfolgenden  abgezogen  wor- 
den ist.  Daher  kommen  in  P  ebenso  viele  negative  Differenzen 
vor,  als  in  tler  Indicesreihc  (4j  Inversionen  stehen.  Werden  nun 
zwei  Indices  vertauscht,  so  ändert  sich  die  Zahl  der  negativen  Dif- 
ferenzen in  P  und  die  Zahl  der  Inversionen  in  (4)  um  gleich  viel, 
und  da  wir  wissen,  dass  das  Produkt  hierbei  sein  Vorzeichen 
wechselt,  so  darf  auch  behauptet  werden,  dass  die  Zahl  der  nega- 
tiven Difterenzfactoren  in  P,  und  damit  auch  die  Zahl  der  Inver- 
sionen in  (4j,  um  eine  ungerade  Zahl  zu-  oder  abnimmt.  Wie 
bekannt  ist,  wird  hierdurch  ein  Klassenwechsel  der  Permutations- 
form bewirkt. 

§.  4.   Begriffsentwickelung,   Bildungsweise  und  Definition  einer  Determinante. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

«1 X  +  «2  =  0  (5) 

hiX  -i-  h^  =0 
ergeben   sich   für   die  Unbekannten    die   Werthe :    x  =  —  a^  :  Oj 
und  a;  =  —  ftj  :  6j.      Sollen  die  beiden   Lösungen   gleich   werden, 
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SO  müssen  die  Constanten  der  Bedingung  entspieclicn : 

a.,  :  a^  =  h.,  :  I\  ,  oder  «,  b.^  —  u.^  h^  =  0. 
Zu   der    luanlit'hen  Relation  wird  man  gelangen,    wenn   man    die 
Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  als  gleichwerthig  ansieht  und 
eliminirt.    Die  linke  Seite,  nändich  die  Form: 

((,  b.,  —  a,  />,  (G) 

wird  die  Determinante  der  Constanten  beider  Gleichungen  genannt. 
Dieselbe  kann  auch  ohne  Autiösung  der  Gleichungen  auf  folgende 
Weise  erhalten  werden:  Löscht  man  in  (5)  die  Unl)ekannten  und 
Verbindungszeichen  weg,  so  bleibt  das  folgende  Schema  der  Con- 
stanten zurück : 

b,       ft, 

und  hieraus  gehen  die  beiden  Theile  der  Determinante  dadurch 
hervor,  dass  man  die  Constanten  nach  den  Richtungen  der  Diago- 
nalen zu  Produkten  vereinigt  und  das  Glied  mit  umgekehrter 
Indicesform  von  dem  anderen  abzieht. 


(7) 


Beispiel. 


6 
10 


3  a;  -f     G  =  0 
5x  +   10  =  0 

=  3  .  10  — 


0 


Der  gemeinsame  Werth  ist  a;  =  —  2 ,  die  Determinante  verschwindet. 
Wenn  wir  ebenso  aus  zweien  von  den  drei  Gleichungen: 
a^x  -{-  a^y  -^  a^  =  0 
b,x  +  b,y  +   b^  =  0  (8) 

c^x  +  c^y  +  c^  =  0 
die  unbekannten  x  und  y  berechnen  und  ihre  Werthe  in  die  dritte 
substituiren ,  oder  wenn  wir  durch  irgend  ein  anderes  Verfahren 
die  beiden  Unbekannten  aus  den  drei  Gleichungen  eliminiren,  so 
erhalten  wir  wieder  die  IJcdingung,  unter  welcher  die  drei  Glei- 
chungen zwischen  nur  zwei  Unbekannten  zugleich  bestehen  können. 
Die  linke  Seite  dieser  auf  Null  gebrachten  Bedingungsgleichung, 
nändich  die  Form : 

a,  i,  C3  —  «,  b^  c^  +  «2  b^  c,  —  0,  &,  c^  -f  ttj  &,  c^  —  a.,  h,  c,  (!)) 
ist  wieder  die  Determinante  ans  den  Constanten  der  drei  Gleichungen. 
Entnimmt  man  auch  jetzt  dem  Systeme  (8)  das  folgende  Schema: 

a^     a.^    ttg 
K     K     K     ,  (10) 

Cj  Co  Co 


10  Düfinition  der  Düterminaiite. 

SO  könncMi  daraiis  die  oinzoliieii  TIumIc  der  Determinante  abjzoloitct 
worden,  indem  man  zuerst  die  Constanten  «, ,  />, ,  c^,  welclie  in 
der  Kiclitung  der  einen  Diagonale  stehen,  zu  dem  Produkte 
a, /'a  ^,  vereinifift.  und  daraus  dann  die  übrigen  (Jlieder  ableitet. 
Das  Glied  a,  b,  c^  wird  das  Haupt-  oder  Diagonalglied  der  Deter- 
minante genannt,  die  entsprcehende  Diagonale  ist  die  Ilauptdiago- 
nale  des  Schemas.  Die  Grössen  «, ,  a.^ ,  a^ ,  ?>, ,  ^2 »  ^s  >  ^i  >  ^2  >  ^3 
hcissen  Elemente  der  Determinante.  Die  Ableitung  der  sämmt- 
liclien  Dctcrminantenglieder  aus  dem  Hani)tgliede  wird  nach  fol- 
gender Regel  ausgeführt:  Mit  dem  Hauptglicde  beginnend,  leitet 
man  jedes  folgende  Glied  aus  dem  vorhergehenden  dadurch  ab, 
dass  man  in  diesem  zwei  Indices  vertauscht  und  das  Vorzeichen 
wechselt,  doch  hierbei  darauf  achtet,  dass  sich  nicht  Glieder  von 
gleicher  Indicesform  wiederholen.  Das  Verfahren  ist  erst  dann 
beendet,  nachdem  alle  möglichen  Pernmtationen  der  Indices  ge- 
bildet sind.  Die  Form  (9)  kann  so  aus  dem  Anfangsgliede  her- 
geleitet werden. 

Nach  der  vorstehenden  Regel  ist  die  Wahl  der  Reihenfolge, 
in  welcher  die  Indicespaare  vertauscht  werden  köimen,  dem  Aus- 
führenden ganz  überlassen,  d.  h.  beliel)ig,  und  deshalb  bleibt  uns 
noch  übrig  zu  beweisen,  dass  das  Resultat,  d.  h.  die  Determinante, 
von  dieser  Reihenfolge  ganz  unabhängig  ist,  indem  die  verschie- 
densten Abwechselungen  in  dieser  Beziehung  zu  der  nämlichen 
letzten  Form  führen.  In  der  Absicht,  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung vor  der  Hand  nur  emi)irisch  nachzuweisen,  lassen  wir 
noch  einige  andere  Arten  der  Ableitung  nachfolgen: 

a,  62  C3  —  «3  b^  c,  +  «2  ^3  ^1  —  «1  ^3  C2  +  «3  ^.  ^2  —  «2  K  C3 ; 
a,  \  C3  —  a^  b,  C3  +  «2  &3  c^  —  rt,  \  c^  +  a^  \  c^  —  a^  b^  c. ; 
fl,  b,  Cs  —  a,  ?>,  Cj  +  «3  b^  c,  —  a^  b^  c^   +  a^  b,  c,  —  «3  b^  c,  . 

Die  völlige  Uebereinstinnnung  dieser  Formen  mit  der  unter  (9) 
angeführten  kann  durch  Vergleich  leicht  nachgewiesen  werden. 

Wenn  auch  dieses  letzte  Beispiel  schon  hinreichen  würde,  um 
die  Definition  der  Determinante  festzustellen,  so  soll  doch  weiter 
auch  noch  ein  System  von  vier  Gleichungen  zwischen  nur  drei 
Unbekannten  hierbei  in  Betracht  gezogen  werden: 

«1    ^     +      «2   !/     +      «8   -^     +      «4      =     ^  , 

b,x  ^   b,y  +   b,z  +   b,  =  0, 
C'iX  +   c^y  +    c,z  -{-   c,  =^  0, 

(?,  ^    -f    ^2  ^    -f    f?3  ^    +    f/,    =    0 . 

Wir  suchen  Avieder  die  Bedingung  auf,   unter  welcher  es  möglich 
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ist,  dass  diesen  vier  Gleichungen  die  nämlichen  Weithc  der  drei 
Unbekannten  genügen  können.  Zu  dem  Zwecke  können  wieder 
die  Werthe  der  drei  Unbekannten,  wie  solche  aus  drei  der  Glei- 
chungen hervorgehen,  in  die  vierte  substituirt,  oder  die  drei  Un- 
bekannten aus  den  vier  Gleichungen  sonstwie  eliminirt  werden. 
AVird  die  gefundene  Relation  auf  Null  gebracht,  so  ist  die  andere 
Seite  aus  folgenden  Theilen  zusammengesetzt: 

+     «,    h    <^3  (h  +     «2  ^1    ^4  ^^3  +     «3  ^^4  ^1    (^2 

—  a,  h^  c^  cl^  —  a^  \  c^  d^  —  «3  />,  c^  d^ 
-f  a,  ^3  c^  f?2  +  a^  &3  c,  d,  +  a,  I\  (\  d., 

—  a,  h,  f,  d,  —  a,  h,  c^  d,  —  a,  h,  c,  d^ 
+  o,  h,  c,  d,  +  03  ^2  ^4  fh  +  "*  K  Ci  (h 

—  a,  &,  C3  fZ,  —  a,  k,  c,  d,  —  a,  h^  c,  d, 
+  ttj  h^  C3  d^  -f  «3  \  Co  d^  .  -f  fl,  &3  c,  (?, 

—  «2  7>4  c,  fZg  —  «3  h^  C2  f?,  —  «4  ^^3  c,  fZ, 

Auch  jetzt  wird  die  Summe  dieser  Produkte  die  Determinante 
aus  den  Constanten  der  gegebenen  Gleichungen  genannt.  Sollen 
die  vier  Gleichungen  zwischen  nur  drei  Unbekannten  zugleich  be- 
stehen können,  so  muss  diese  Determinante  verschwinden.  Aus 
den   Gleichungen  kann   nun  das   nachfolgende  Schema   leicht  ge- 


(13) 


Sollen  aus  diesem  Schema  die  obigen  Produkte  abgeleitet 
werden,  so  bildet  man  zuerst  das  Diagonalglied  und  geht,  mit 
diesem  beginnend,  zu  jedem  folgenden  dadurch  über,  dass  man  in 
dem  vorhergehenden  ein  beliebiges  Indicespaar  vertauscht  und 
des  Gliedes  Vorzeichen  wechselt,  und  das  Verfahren  schliesst, 
nachdem  alle  Permutationsformen  der  Indices  abgeleitet  sind. 
Schon  bei  diesen  vier  Indices  herrscht  hinsichtlich  der  Reihenfolge, 
in  welcher  dieselben  paarweise  gewechselt  werden  können ,  eine 
solche  Mannigfaltigkeit,  dass  wir  allgemein  nachweisen  müssen, 
dass  alle  Ableitungsweisen  zu  der  nämlichen  Determinante  führen. 
Wir  fassen  zu  dem  Ende  die  Reziehungen  ins  Auge,  welche  bei 
den  einzelnen  Gliedern  zwischen  der  Klasse  der  Indicesform  und 
dem  Vorzeichen  bestehen.  Weil  jeder  Tausch  von  zwei  Indices 
nach  dem  Modus  der  Ableitung  einen  Vorzeichenwechsel  und  nach 
dem  früher  bewiesenen  Satze  einen  Klassen  Wechsel  der  Indices- 
form zur  Folge  hat,    so  müssen   gleiche  Vorzeichen   mit  gleicher 


Wonnen  werden : 

«1 

«2 

"3 

«4 

J  = 

h. 

h 

C3 

ih 

(l 

^^3 

f?4 

JO  Dotinitioii  tlor   Dctormiiiaiitc. 

Klasse  der  Indicesfonn  /.iisaiimieiifallen.  Da  min  das  erste  oder 
Diaj^oiKilglietl  positiv  ist  und  zur  ersten  Klasse  gehört,  weil  seine 
Indices  die  natürliehe  Reilienfolf^e  einhalten,  so  inuss  auch  das 
dritte,  fünfte,  siehente  u.  s.  w.  Glied  positiv  sein  und  zur  ersten, 
dagegen  das  zweite,  vierte,  seehste  u.  s.  w.  Glied  negativ  sein  und 
zur  zweiten  Klasse  gehören.  Hiernach  besteht  das  unterschei- 
dende Merkmal  der  positiven  von  den  negativen  (Jliedern  darin, 
dass  bei  jedem  positiven  Gliede  die  Indicesi'orm  eine  gerade,  bei 
jedem  negativen  dagegen  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen 
enthidt,  oder,  kurz  gesagt,  dass  die  Indiccsformen  der  i)0sitiven 
(ilieder  zur  ersten,  die  der  negativen  dagegen  zur  zweiten  Klasse 
gehören. 

Werden  die  an  diesen  Beispielen  gewonnenen  I'egrirt'e  und 
Kegeln  verallgemeinert,  so  geht  daraus  das  Ableitungsgesetz  und 
die  davon  abhängende  Definition  einer  Determinante  allgemein 
gültig  hervor.  Hiernach  ist  eine  Determinante  völlig  bestimmt, 
wenn  4,  ü,  KJ,  25  u.  s.  w. ,  allgemein  n'  Zahlenwerthe  als  Ele- 
mente gegeben  und  zugleich  in  ein  Schema  von  der  Form 

Oj  a.;  «3 rt„  I 

i,  h.,  h^ b,,\ 

^  =     t-,  r,  £-3 (■„  ;  (14) 


n,  w.^  n^ »n  I 

so  eingereiht  sind,  dass  jedem  Kiemente  ein  ganz  bestimmter  Ort 
innei'halb  des  Schemas  angewiesen  ist,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  der  Buchstaben  die  Reihe,  der  Index  die  Colonne  des  Ele- 
mentes genau  anzeigt.  Werden  nun  die  Elemente  der  Haupt- 
diagonale zu  dem  Produkte 

a^  l\  c^d^  .  .  .  .  n„ 
vereinigt,  dann  bei  unveränderter  Folge  der  Buchstaben  die  Indices 
dieses  Gliedes  permutirt,  und  endlich  die  so  entstandenen  Produkte 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen  versehen,  je  nachdem 
die  Indicesfonn  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Inversionen 
zählt ,  d.  h.  zur  ersten  oder  zweiten  Klasse  gehört ,  so  wird  die 
Summe  dieser  Produkte  die  Determinante  der  gegebenen  Elemente 
genannt.  Eine  Determinante  ist  vom  zweiten,  dritten,  vierten  u.s.w. 
Grade,  wenn  in  den  Pteihen  oder  Colonnen  des  Schemas  2,  3,  4  u.  s.  w. 
Elemente  stehen  und  desshalb  auch  in  ihren  einzelnen  Gliedern 
ebenso  viele  Elemente  zu  Produkten  verbunden  sind. 

So  lange  die  Elemente  nicht  als  besondere  Zahlenwerthe  ge- 
geben, sondern,  wie  in  (14),  nur  durch  allgemeine  Symbole  darge- 
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stellt  sind,  reicht  das  Diagonalglied  o,  h.^  c^  ■  ■  ■  '^u  vollständig  hin, 
um  sowohl  das  Schema  daraus  aufzubauen,  als  auch  die  Ableitung 
aller  Determinantenglieder  auszuführen.  Man  pflegt  desshalb  die 
Determinante  symbolisch  nur  durch  ihr  Diagonalglied  darzustellen, 
indem  man  dazu  eine  der  beiden  Formen  benutzt: 


(15) 


-  +  a^  h,  r. 


«„ ,   oder :  («,  b^  c. 


Wn). 


Zur  Uebung  folgt  noch  die  Entwicklung  einiger  Determinanten 
nach  den  gegebenen  Regeln.  Die  Indices  sind  nicht  mehr,  wie 
früher,  durch  fortgesetztes  Vertauschen  der  Paare,  sondern  auf 
gewöhnliche  Weise  i)ermutirt  und  die  Vorzeichen  nach  der  Klasse 
der  Indicesform  bestimmt.    So  ist: 


—  ±  «1    ^2    ^3    ^  ^1    h   ^S ^l    ^3   ^2   ^-2   ^^1    ^3 

4-   «2   ^^3    C,    +   «3   ^1    ^2    —   «3   h    Cx 


(IG) 


Zur  Entwicklung  einer  Determinante  vom  dritten  Grade  kennt 
man  ein  einfacheres  Verfahren,  welches  durch  das  nachfolgende 
Schema  veranschaulicht  werden  soll: 


J  = 


a, 

«2     «3 

«1 

«2 

\ 

\h 

h 

\ 

c. 

^2     C, 

c. 

c. 

(17) 


J=a,h„_c,-j-  a,  h,  c,  +  a^  \  c^  —  a,  h,  f,  —  a,  h,  c,  —  «,  h,  c^  . 

Wie  hieraus  ersichtlich  ist,  sind  dem  Schema  auf  der  rechten  Seite 
die  beiden  ersten  Coloimen  beigesetzt.  Durch  Multiplication  in 
der  Richtung  der  Hauptdiagonale  und  parallel  dazu  entstehen  ilie 
drei  positiven,  durch  Multiplication  in  der  Richtung  der  zweiten 
Diagonale  und  parallel  zu  ihr  entstehen  die  drei  negativen  Glieder. 
Auch  Determinanten  aus  gewöhnlichen  Zahlen  mögen  hier  eine 
Stelle  finden. 


J.  = 


4=2.7.0  +  5.8.9  +  3.4.2  —  3.7.9  —  2.8.2  —  5.4.0  =  127, 

4  =  5.7.4  +  (—3) .  8 . 1  +  11 .  2  .  (— 0)  —  1 1 .  7  . 1  —  5  . 8 .  (— 0) 
—  (-8).  2.4  =  225. 

Wir  lassen  jetzt  noch  eine  Determinante  vom  vierten  Grade 
folgen.    Die  Indices  des  Diagonalgliedes  wurden   wieder  auf  ge- 


2     5     3 

2     5 

5  —3 

11 

5  —3 

4     7     8 

4     7; 

A  = 

2       7 

8 

2       7 

9     2     6 

9     2 

1  —9 

4 

l   -9 
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wöhnliclu'  Weise  iienmitirt  uiul  die  Vorzeielieii  der  einzelnen  (Jlicdor 
narli  der  Klasse  der  zugehörigen  Indieesfuiin  bestimmt. 


J  = 


a,  fl,  CL,  o, 
h,    K   f>.   h. 


(17) 


+  "3  /'4  ("l  '/. 

—  «3  h,  (\,  (/, 

—  a,  A,  r,  f/,, 

+  ''4  /^  ^  '^3 

—  «4  />2  <'^,  f/, 

—  tt4  ?>3  f,  (1^ 

+  r/4  />3  ^2  ih 


r,    c,   c,  r, 
(/,  (l,  (1^  f/, 

4-  ",   l'i  ''ii  ih  +  "i  ^^1  ''1  ''4 

—  o,   h-i  (\  (/g  —  «a  ^'.1  ''i  '^ 

—  "1     '':■    '"i    f/4  ~    "2     ^'4    ^'i    '/.•) 

+  a,  l>,  c,  (/,  +  fl,  h^  ('3  f/, 

+  a,  />,  r^  f/a  +  rf^  A,  r,,  r/, 

—  (7,  Ju  ''s  f/'i  —  «3  ^>i  ''4  ''2 

—  ^2  K  C3  <h  —  «3  K  ^1  f^ 
+  «2  ^'i  ^4  ^3  +  ^'3  h  c*  <h 

Die  vorstehende  Summe  von  Productcn  ist  gleichsam  als  eine 
Formel  anzusehen,  aus  welcher  die  Werthe  aller  Determinanten 
vierten  Grades  dadurch  hervorgehen,  dass  man  statt  der  Symbole 
die  besonderen  Zahlenwerthe  der  Elemente  setzt,  z.  B, 


J  = 


Hier  ist :  a,  =  2 ;  »2  =  5;  «3  =  9;  «4  =  8;  ft,  =  1 ;  ?>j  =  —  4 ; 
&g  =  6 ;  &4  =  5  u.  s.  w. ,  und  daher  a^  h^  c^  d^  =  2  .  ( — 4)  .5.1 
=  —  40 ;  —  o,  h^  C4  f7g  =  —  2  .  (—4)  .7.6  =  330;  ~a,  \  c^  d, 
=  —  2  .  G  .  0  .  1  =  0 ;    a,  &3  C4  f/^  =  2  .  6  .  7  .  11  =  924  u.  s.  w. 

Bei  der  Ableitung  der  Determinantenglieder  wurden  seither 
nur  die  Colonnenzeiger,  Indices  genannt,  permutirt,  dagegen  die 
Buchstaben  oder  Reihenzeiger  in  unveränderter  Folge  beibehalten. 
Die  Elemente  des  nämlichen  Gliedes  gehören  desshalb  verschiedenen 
Reihen  und  verschiedenen  Colonnen  an.  Man  kann  sich  die  Zu- 
sammensetzung der  Glieder  aus  den  Elementen  desswegen  auch 
so  ausgeführt  denken,  dass  man,  um  ein  Glied  aus  den  Elementen 
zusammenzusetzen,  von  Reihe  zu  Reihe  übergehend,  einer  jeden 
je  ein  Element  entnimmt  und  darauf  achtet,  dass  dieselben  zugleich 
verschiedenen  Colonnen  angehören.  Nun  kann  es  nicht  zweifelliaft 
sein,  dass  die  nämlichen  Verbindungen  der  Elemente  entstehen 
müssen,  wenn  man  in  gleicher  Weise  die  Colonnen  durchschreitet 


2 

5 

9 

3 

1 

—4 

6 

5 

10 

0 

5 

7 

8 

11 

G 

1 

Definition  der  Determinante.  \lj 

und  aus  jeder  je  ein  Element  so  auswählt,  dass  sie  verschiedenen 
Reihen  angehören.  Diese  Verbindungen  unterscheiden  sich  von 
den  vorhergehenden  nur  dadurch,  dass  hier  die  Buchstaben  oder 
Reihenzeiger  permutirt  sind ,  während  die  Colonnenzeic;er  die 
natürliche  Ordnung  festhalten.  Dass  sich  aber  auch  jetzt  noch 
die  Vorzeichen  in  bekannter  Weise  aus  der  Klasse  der  Perrau- 
tationsformen  bestimmen  lassen,  weisen  wir  kurz  dadurch  nach,  dass 
wir  zwei  Entwicklungen  einer  Determinante  vierten  Grades  so 
nebeneinander  stellen,  dass  in  der  einen  die  Indices,  in  der 
anderen  die  entsprechenden  Buchstaben  vertauscht  sind,  während 
in  der  ersten  die  Buchstaben ,  in  der  zweiten  die  Indices  ihre 
natürliche  Folge  beibehalten. 

Erste  Form:  Zweite  Form: 

1)  +  «,   h^  c,  d,  1)  +  ff.  h  C3  (h 

2)  —  a,  h^  c,  r/3  2)  —  fl,  />2  fh  C4 

3)  +  a.  h,  c,  d^  3)  +  a,  d^  h^  c, 

4)  —  ff,  h  ^2  (h  4)  —  fl,  c,  />3  (/, 
ü)  +  a^  h^  Co  d^  '))  +  a^  c.,  d^  b^ 
6)  —  a,  b,  c,  f/,                G)  —  rt,  rZ,  c^  b, 

7)     +      «2     ^     ^3     <^  '^)      +     (h      «2      ^3     ^4 

8)  —  «2  '■'4  ^1  ^^3  8)  —  c,  a,  d^  h^ 

9)  +  «2  h  Ci  (h  9)  +  ^'1  ff2  h  (h 

10)  —  ttj  63  c^  d^  10)  —  d^   a^  &3  c^ 

11)  +  a,  b^  c^  d^  11)  +  K  «2  fh  C4 

12)  —  «2  ?>,   «"3  f/^  12)  —  \   «2  f,  f?^ 

u.  s.  w. 

Die  Glieder  unter  gleichen  Ordnungsnummern  stimmen  in 
dieser  Zusammenstellung  genau  überein,  indem  sie  aus  den  näm- 
lichen Elementen  zusammengesetzt  sind,  gleich  viele  Inversionen 
zählen  und  gleiche  Vorzeichen  haben.  Daher  können  aus  dem 
Hauptgliede  .die  übrigen  Determinantenglieder  auch  in  der  Art 
abgeleitet  werden,  dass  man  die  Buchstaben  oder  Reihenindices 
permutirt  und  die  gewöhnlichen  oder  Colonnenindices  in  unver- 
änderter Folge  beibehält. 

Diese  übereinstimmende  Bedeutung  der  Reihen-  und  der 
Colonnenindices  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  wir  auch  die  Reihen 
durch  beigefügte  Zahlen  angeben,  indem  wir  unter  dem  Symbol 
ttpq  ein  Element  verstehen ,  das  in  der  y'."  Reihe  und  in  der  7*?" 
Colonne  steht.  Das  frühere  Schema  (14)  erscheint  nach  dieser 
veränderten  Bezeichnungsart  der  Elemente  in  der  folgenden  Gestalt: 


IC. 
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y  = 


«II      "i,     «13 

(j,,   a,2  (j,3 

''ii      ''i'7     'vn 


«in 

«an 


.  (10) 


«1.1    «na    «>.:t    •    •    • 

AViihrciul  die  i'isti'ii  Iiuliccs  die  Reihen  der  Elemente  anzeigen, 
geben  die  zweiten  ihre  C'olonnen  ;in.  Ihn  aus  dem  Diagoualgliede 
«II  «i«  «33  •  •  •  «""  *^'^-  "'>''io<-''i  herzuleiten,  darf  man  sowohl 
die  ersten,  als  auch  die  zweiten  Indices  perinutiren,  nur  müssen 
die  nichtperniutirten  in  allen  (iliederreihen  die  ursi)riiiigli('he  Folge 
unverändert  beibehalten.  Der  Modus  der  Ausführung  soll  wieder 
an  einer  Determinante  vom  dritten  Grade  gezeigt  werden: 

«1.  «1,  «1 

«21     «22     «2 


J    = 


Man  bildet  folgende  Zusammenstellung: 

123         123        123         123         123         123 
123         132         213         231         312         321. 

Die  übereinander  stehenden  Indicespaare  gehören  zusammen;  man 
hängt  sie  dem  Symbole  a  an,  bestimmt  in  bekannter  Weise  die 
Vorzeichen  und  erhält: 


■<J  rt,  ,    (1.^2   «33  «II    «23   «32  «12   «21    «3 

I      «13   «21    «3  2  «13   «2  2    «31 

oder : 


~r    «12    «23   «3 


J  —  a, ,  a^.^  a^^       a^,  «3,  «23       «21  «12  «33  "r  ««1  «32  «13 

r    «31    «12  «23  «31    «22   «13    • 

Beide  Entwicklungen  sind  dem  Werthe  nach  gleich,  der  Form  nach 
verschieden,  indem  in  der  ersten  die  Indices  der  C'olonnen,  in  der 
zweiten  diejenigen  der  Reihen  permutirt  sind. 

Da  es  hiernach  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Colonncnindices 
permutirt,  oder  die  der  Reihen,  so  dürfen  wir  folgenden  Satz  als 
leicht  nachweisbar  ansehen: 

Lehrsatz:  Werden  in  dem  Schema  einer  Determi- 
nante d i e  R e i h e n  in  u n v e r ä n d e r t e r  F 0 1  g e  i n  C 0 1 0 n n e n 
umgewandelt  (die  Colonnen  werden  dabei  von  selbst 
zu  Reihen),  so  bleibt  der  Werth  der  Determinante 
unverändert. 
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Vorausgesetzt,  dass  gleiche  Symbole  gleiche  Zahlenwerthe  reprä- 
sentircn,  muss  also 

a,h n 


n,  IL 


a,  h 


(10) 


a„  b„ 


sein.  Beide  Schemata  haben  das  gemeinschaftliche  Diagonalglied 
a,  ^2  c,  .  .  .  .  w„.  Werden  die  Indices  desselben  permutirt  und  die 
einzelnen  Vorzeichen  nach  der  Klasse  der  Indicesforinen  bestimmt, 
so  kann  diese  Entwicklung  sowohl  für  J^ ,  als  auch  für  J^  gelten. 
Der  Unterschied  liegt  nur  darin,  dass  die  permutirten  Indices  in 
//,  die  Colonnen,  in  J^  die  Reihen  bezeichnen. 


Beispiel. 

2       5—3 

A  = 

4       7       2 

6       8       4 

2     4     6 

A  = 

5     7     8 

—3     2     4 

+  2.7.4 
=  +  5.2.6 
+  (-3).  4.  8 

+  2.7.4 

=  +  4.8.  (-3) 

+  6.5.2 


-(-3).  7.  6 

—  2.2.8    =34. 

—  5.4.4 

—  6.7.  (—3) 
-2.8.2    =34. 

—  4.5.4 


§.  5.    Entwicklung  der  Determinantenglieder  aus  dem  Differenzenprodukt. 
Wir  haben  in  §.  3  bereits  nachgewiesen,  dass  das  Produkt 

-P=(«l— «o)     («2  — «o)     («3— «o) («n— «o) 

(«2— «i)  («3—«!) (a„— «.) 

(Og— aj («n— «2) 

(20) 

(«n— «n-l) 

sein  Vorzeichen  wechselt,  wenn  zwei  Elemente  vertauscht  werden. 
Dieser  Eigenschaft  fügen  wir  jetzt  noch  die  weitere  hinzu ,  dass 
dieses  Produkt  verschwindet,  wenn  zwei  Elemente  gleich  werden, 
weil  dann  eine  Differenz  verschwindet.  Was  nun  die  wirkliche 
Ausrechnung  des  Produktes  anbelangt,  so  ist  eine  direkte  IMulti- 
plication  von  Factor  zu  Factor  schon  darum  nicht  wohl  möglich, 
weil  die  Anzahl  der  Factoren  unbestimmt  ist,  und  desshalb  sehen 
wir  uns  nach  weiteren  Eigenschaften  dieses  Produktes  um ,  durch 
welclie  dessen  Herstellung  auf  indirekte  Weise  ermöglicht  wird. 
Die  Anzahl  aller  Differenzfactoren  erhalten  wir  aus  der  Formel 

s  =  ,i  +  {n  _  1 )  +  in  -2)+ +.3  +  2  +  1=  *ll!i±l). 

2 
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Aus  2,  3,  4  solcher  DiffercMizoii  j^oIumi  rrodiikte  hcrvoi-,  wolclie 
aus  4,  8.  KJ  (Jlicdeni  lu'stelu'n ,  und  da  allgemein  ein  rrodukt 
aus  h  Differenzen  doppelt  so  viele  (Jlieder  enthält,  als  ein  solches 

»  (n  +   1) 

ans  (/.•—!)  DitVerenzen,  so  mnss  P  im  (ianzen  aus  2  * 
(lliedern  zusannnengesetzt  sein,  wobei  freilich  auch  diejenigen 
mitgezählt  sind,  welche  sich  bei  weiterer  Reduktion  aufheben  oder 
vereinigen  lassen.  Die  Glieder  müssen  ferner  zur  Hälfte  positiv 
und  zur  Hälfte  negativ  sein.  Als  Deispiel  soll  das  Produkt  ent- 
wickelt werden ,  welches  aus  den  drei  Kiementen  «„ ,  a, ,  «^  her- 
vorgeht und  heisst: 

V=  ((f,  —  r/ J  (rt,  —  «o)  (a^  —  a, ) , 
/'  =  a,  «2 '  —  tto  a^ - -f  öo"  a,  —  a, '  a.,  +  %  a^'' ~  a/  a,  . 

Zwei  weitere  Glieder  haben  einander  aufgehoben.  Wird  in  jedem 
Theilprotlukte  das  fehlende  Element  auf  der  Potenz  Null  als  Factor 
zugesetzt,  und  werden  die  Indices  natürlich  geordnet,  so  gewinnt 
P  die  folgende  Gestalt : 

F=a^^  a/  «2* ""  ^0*^  c^i^  f'2'  —  ^0'  "/  «2" 

Schreibt  man  nun  in  einer  Determinante  vom  dritten  Grade  die 
Colonnenindices  wie  Exponenten  an,  so  erhält  man  das  folgende 
Schema : 

a/  »0*  a„' 
J=     «/  a/  a,""    .  (21) 

Werden  die  oberen  Indices  permutirt,  so  findet  man: 

+  ao'a/a./  +  a/a/a2*  —  ao'a/a2V 

Vergleichen  wir  J  mit  P,  so  finden  wir  sie  der  Form  nach  voll- 
ständig übereinstimmend ;  dagegen  sind  ])eide  hinsichtlich  ihrer 
Bedeutung  ausserordentlich  verschieden,  indem  die  oberen  Zahlen 
in  P  Exponenten ,  in  J  nur  Indices  vorstellen ,  so  dass  die  ver- 
schiedenen Potenzen  der  gleichen  Basis  in  J  als  selbstständige 
und  von  einander  unabhängige  Elemente  auftreten.  Es  können 
mithin  alle  Eigenschaften,  welche  sich  nur  auf  die  Form  des  Pro- 
duktes beziehen,  auf  die  Determinante  übertragen  werden. 

Als  weitere  Eigenschaft  dieses  Produktes  führen  wir  an,  dass 
die  Summe  der  Exponenten,   oder  der  Grad,   in   allen  Gliedern 

gleich  und  =  — ^  ist,    indem  die  Exponentensumme  mit  der 
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Zahl  der  Factoren  übereinstimmen  muss,  weil  die  Differenzen 
homogen  und  vom  ersten  Grade  sind.  Da  ferner  jedes  Element 
mit  allen  übrigen  zu  je  einer  Differenz  verbunden  ist.  so  müssen  n 
Differenzfactoren  das  nämliche  Element  enthalten.  So  kommt 
z.  B.  tto  in  folgenden  Differenzen  vor: 

(a,  —  aj  (a,  —  a^)  («3  —«0) («„  —  «„). 

Werden  nun  diese  n  Factoren  unter  sich  und  auch  alle  übrigen 
Oo  nicht  enthaltenden  Differenzen  unter  sich  multii)licirt,  und  diese 
beiden  Produkte  wieder  miteinander,  so  erhält  man  das  ganze 
Produkt  P,  und  zwar  wird  das  Element  «„  in  allen  Theilen,  einen 
einzigen  ausgenommen,  als  Factor  auftreten.  Fügen  wir  auch 
diesem  einzigen  Theile  den  Factor  Oo**  zu,  so  dürfen  wir  behaupten, 
dass  das  Produkt  P  in  jedem  Theile  irgend  eine  Potenz  von  a^ 
aufzuweisen  hat  und  zwar  von  a^"  bis  Qf,".  Die  übrigen  Elemente 
treten  gleichsam  als  Coefficienten  mit  den  verschiedenen  Potenzen 
von  Oo  in  Verbindung.  Da  nun  die  einzelnen  Elemente  sich  in 
genau  gleicher  Weise  an  der  Zusammensetzung  des  Produktes 
betheiligen,  so  dass  bekanntlich  der  Tausch  von  zweien  nur  einen 
Vorzeichenwechsel  des  ganzen  Produktes  bewirkt,  so  muss  das 
Gesagte  nicht  blos  für  a^ ,  sondern  für  jedes  beliebige  Element 
öp  Geltung  haben,  und  wir  können  sagen,  P  ist  für  jedes  beliebige 
Element  von  der  Form: 

P=  A,  a,"  +  A,  ar'  +  A,  a;-'  +  .  .  .  .  A-,  «p'  +  A„  a,\ 

Wie  aber  a^, ,  so  muss  auch  jedes  andere  Element  in  jedem  Theile 
von  P  auf  irgend  einer  Potenz  enthalten  sein,  und  deswegen  haben 
die  einzelnen  Glieder  in  Bezug  auf  alle  Elemente  die  allgemeine 
Form : 

±  c  .  ffo"  a^ß  a^y  ....  «„'  , 

worin  c  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bedeutet,  deren 
Werth  von  den  Elementen  nicht  abhängt.  Um  zuerst  diesen  zu 
ermitteln ,  müssen  wir  uns  erinnern ,  dass  P  verschwindet ,  wenn 
zwei  Elemente  gleich  werden,  indem  dann  je  zwei  Glieder,  die  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  gleich  werden  und  einander  auf- 
hel)en.  Lässt  man  aber  nach  einander  die  verschiedenen  Elemente- 
paare gleich  werden,  so  wird  jedes  positive  Glied  ein  Mal  jedem 
negativen  gleich,  und  daraus  folgt,  dass  der  constante  Factor  c 
in  allen  Gliedern  den  nämlichen  Werth  haben  muss.  Stellen  wir 
uns  vor,  die  Multiplication  in  (20)  sei  ausgeführt,  so  wird  ein 
Glied  das  Produkt  aller  ersten  Theile  der  Differenzen  sein  und 

2* 
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«,  ('/  ii/  ((** «.:  C-^'-i) 

heissen.  Da  liior  r=l  ist,  so  imiss  auch  in  alk'u  übrigen  Tlieiloii 
c  =  1  sein. 

Ks  wurde  oben  bewiesen,  dass  das  Produkt  sein  Vorzeichen 
wechselt,  wenn  zwei  Kleniente  vertauscht  werden,  und  zwar  hat 
diese  Erscheinung  darin  ihren  (»rund,  dass  jedem  positiven  GHedc 
ein  anderes  mit  negativem  Vorzeiclien  entspricht,  welche  beide  sich 
nur  dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  zwei  Elemente,  resp. 
deren  Indices,  vertauscht  sind.  Zur  Veranschaulichung  sollen  die 
beiden  Formen  dienen : 

+  «0« rtk" a,e a/ 

—  «u"  .  ...  a,"  ....  a^S  ...  .  aj  . 

Werden  Je  und  r  gewechselt,  so  wird  das  erste  zum  zweiten  und 
das  zweite  zum  ersten,  jedoch  mit  unveränderten  Vorzeichen,  d.  h. 
beide  Glieder  erscheinen  nach  dem  angeführten  Indiceswechsel  mit 
umgekehrten  Vorzeichen  wieder.  Diese  Umwandlung  der  positiven 
in  gleichwerthige  negative  Glieder  und  umgekehrt  bei  dem  ein- 
fachen Wechsel  von  zwei  Indices  würde  aber  nicht  möglich  sein, 
wenn  wir  annehmen  wollten,  dass  in  dem  nämlichen  Gliede  zwei 
gleiche  Exponenten  vorkonnnen  könnten ,  weil  ein  Glied  mit  zwei 
gleichen  Exponenten  unverändert  bleiben  muss,  wenn  die  Indices, 
welche  zu  diesen  gleichen  Exponenten  gehören,  vertauscht  werden. 
Hiermit  erscheint  aber  die  Behauptung  gerechtfertigt,  dass  die 
Exponenten  eines  und  desselben  Gliedes  einmal  ganze  und  positive, 
ferner  aber  auch  unter  sich  verschiedene  Zahlen  sein  müssen. 
Weiter   ist   bereits   nachgewiesen    worden,    dass   in  einem  jeden 

Gliede  die  Summe  aller  Exponenten    gleich  -~- — -  sein   muss. 

Wir  drücken  dies  durch  die  Formel  aus: 

1/911  I  n(n+l) 

Weil  nun  in  jedem  Gliede  alle  Elemente  vertreten  und  diese  in 
der  Anzahl  {n  +  1)  gegeben  sind ,  so  muss  auch  die  Anzahl  aller 
Exponenten  eines  jeden  Gliedes  =  (n  +  1)  sein.  So  haben  wir 
zu  Exponenten  diejenigen  Zahlen  zu  wählen,  welche  ganz  und 
ix)sitiv  sind  und  den  beiden  angeführten  Bedingungen  genügen. 
Dass  aber  die  natürliche  Reihe  der  Zahlen  von  0  bis  n  alle  An- 
forderungen erfüllt,  beweist  uns  die  folgende  Formel: 

0+1  +  2  +  3  + +  n  =  '^^, 

und  ausserdem  ist  es  einfach,  sich  zu  überzeugen,  dass  keine  weitere 
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Keiho  von  (n  +  1)  ganzen,  positiven  und  unter  .siel)  verscliiedenen 
Zahlen  die  nändiclie  Sunuue  geben  kann. 

Durch  Hinzunahnie  des   Factors  o/ =  1    gestaltet    sich  das 
unter  (22)  angeführte  Glied  so,  dass  es  heisst : 


und  da  aus  ihm  ein  anderes  hervorgehen  muss,  wenn  man  zwei 
Indices  vertauscht  und  das  Vorzeichen  wechselt,  so  dürfen  wir 
auch  das  abgeleitete  Glied 


als  zu  dem  Produkte  gehörig  ansehen.  Wird  das  Vertauschen 
der  Indicespaare  unter  beständigem  Wechsel  des  Vorzeichens  so 
lange  fortgesetzt,  ])is  die  Indices  vollständig  permutirt  sind,  so 
stellt  die  Summe  aller  Glieder  das  Difterenzenprodukt  vor. 

Früheren  Erörterungen  gemäss  müssen  auch  jetzt  die  Per- 
mutationsformen  der  Indices  a1)wechselnd  zur  ersten  und  zweiten 
Klasse  gehören,  und  da  ferner  auch  die  ^'orzeichen  abwechseln, 
das  erste  auch  positiv  ist,  so  werden  die  Indicesformen  der  posi- 
tiven Glieder  der  ersten,  die  der  negativen  aber  der  zweiten  Klasse 
angehören,  genau  so,  wie  es  bei  den  Determinantcgliedern  der 
Fall  ist. 

Zum  Schluss  dieses  Abschnittes  l)leiben  noch  die  Beziehungen 
aufzusuchen,  welche  zwischen  diesem  Differenzenprodukt  und  einer 
Determinante  bestehen.  Lassen  wir  zu  dem  Zwecke  in  Schema 
(19)  die  Indicesreihe  nicht  mit  1,  sondern  mit  0  anfangen,  und 
schreiben  wir  die  Indices  der  Colonnen  den  Elementen  in  der 
Form  von  Exponenten  bei,  so  erscheint  das  Diagonalglied  in  fol- 
gender Gestalt: 

«/  a^'  a^^  a./ fC, 

und  daraus  werden  alsdann  nach  den  nämlichen  Regeln  sowohl 
die  Theile  des  Differenzenproduktes,  als  auch  die  Glieder  der 
Determinante  abgeleitet.  lieide  stimmen  mithin  in  ihrer  äusseren 
Erscheinung  vollständig  überein;  der  einzige,  aber  auch  wesent- 
liche Unterschied  besteht,  wie  schon  früher  angeführt,  darin,  dass 
die  oberen  Zahlen  bei  dem  Produkte  die  ISedeutung  von  pAponenten 
haben,  bei  der  Determinante  aber  nur  Indices  vorstellen,  wodurch 
die  verschiedenen  Potenzen  der  nändichen  Basis  in  der  Deter- 
minante zu  selbstständigen  und  von  einander  unabhängigen  Kie- 
menten werden.  Die  Summe  der  Glieder,  welche  aus  einem  der 
beiden  Schemata 
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Virtiuischiing  zweier  Heilion. 


a„    (»,    a., 

«0       f'i        "i 


"n 

»,.' 

^^.^ 


(23) 


nach  den  bekaniittMi  lv(\t,^dii  licrvoriiclicn ,  kann  dalior  elx'iisowolil 
ein  nitVeren/enprodiikt ,  als  aueli  eine  Determinante  bedcnten,  je 
nach  der  Bedeutung  der  oberen  Zahlen.  Falls  wir  ein  Ditl'erenzen- 
pnulukt  darunter  verstehen  wollen,  können  alle  0"?'  Potenzen  der 
Elemente  durch  1  ersetzt  werden,  wodurch  folgende  (ileichung 
entsteht : 

(((t—(ij{a.,—a^)(a^—aj  .  .  .  (a„— üJ 
(a.^  — rt,)  (c/g  — a,)  .  .  .  («„— «i) 

=  («3 -«2)  •  •  •  (««—«2) 


(24) 


l    l    1  .  .  . 

.    .    1 

Oo     (',     «2      •    • 

•      .     (tn 

üo-  ((,'  «2'  .    . 

■      .     «11 

«n        fl,        On 


a„"  (a„— o„_i). 

In  dieser  Determinante  sind  die  Elemente  der  Colonnen  Potenzen 
der  lüindichen  Grösse,  und  der  Werth  der  Determinante  ist  gleich 
dem  Differenzenprodukt. 


§.  6.    Vertauschung  zweier  Reihen. 

Werden  in  dem  Schema  einer  Determinante  zwei 
Reihen,  r es p.  Colonnen,  vertauscht,  so  bleibt  der  ab- 
solute Werth  der  Determinante  unverändert,  sie 
wechselt  aber  das  Vorzeichen. 


J, 


J. 


«,,  a,,  .  . 

■     •     «in 

«pittpä  .  . 

.  .  ap„ 

aria,2   ■  ■ 

.  .  a„ 

ttnl  ttu2     ....    Äni 


a,,  a. 


«in 


«rl  a.2 


(25) 


«pl   ttp2 


dpa 


«nl«n2     . 


«nn 


Die  Reihen  p  und  r  sind  gewechselt.  Wird  ^,  in  der  Art  ent- 
wickelt, dass  man  die  Indices  der  Reihen  permutirt,  so  lassen 
sich  die  Glieder  zu  Paaren  so  zusammenstellen,  dass  jedes  Paar 
aus  zwei  solchen  Gliedern  besteht,   welche  sich   nur  dadurch  von 
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einander  unterscheiden,  dass  die  Indice.s  p  und  r  vertauscht,  und 
daher  die  Vorzeichen  verschieden  sind.  Allj,'emein  wird  ein  solches 
Paar  die  nachstehende  Form  haben: 


«r» 


Die  übereinstimmenden  Theile  sind  durch  Punkte  angedeutet,  die 
Indices  p  und  r  gewechselt  und  die  Vorzeichen  verschieden,  indem 
7i,  negativ  sein  muss,  wenn  A^  positiv  ist,  und  umgekehrt.  Wir 
wandeln  dieses  Paar  in  ein  zu  J^  gehöriges  um,  indem  wir,  wie 
dies  auch  im  Schema  geschehen  ist,  die  Indices  p  und  r  ver- 
tauschen, und  die  ^'orzeicllen  unverändert  beibehalten.  So  er- 
halten wir: 


«r. 


und  erkennen ,  dass  A.^  =  —  B^  und  B^=  —  A^  geworden  ist. 
Wird  dieses  Verfahren  auf  die  ganze  Entwicklung  von  z/,  ausge- 
dehnt, so  gehen  alle  Glieder  von  J^  aus  denen  von  J^  dadurch 
hervor,  dass  man  in  diesen  mir  die  Vorzeichen  wechselt. 

Zu   näherer  Erläuterung   soll   in   einer  Determinante  vierten 
Grades  die  zweite  Reihe  mit  der  vierten  vertauscht  werden. 


J, 


". 

a,  u,  a. 

h. 

K  K  K 

Ci 

^•l      ^8      ^4 

rf. 

ü^  dg  d^ 

a,  «,  «3  a, 
d,  d,  d^  d^ 

Cf  Cj  C,  C4 

b,  />2  h^  &4 


1)4-   rt,  /y,  Cj  (/, 

2)   -  «,  b,  r,  d, 

7)  +  a,  h^  <\  (/,, 

8)  —  a,  ^3  c,  d, 


8)  4-  rt,   b^  c,  f/, 

4)   —  a^   />.,  Cj  f/., 

'.)j  4-  «,  K  Cx  'h 

10)  —  fl,  b^  r,  r/3 

u.  s.  w. 


5)  4-  rf,  /vj  L\  r/, 

())  -  a,  /*,  r,  r/3 

11)  4-  «2  ^  ^^3  f^ 

12)  —  o,  6,  ^3  rf. 


Werden  nun  in  diesen  Paaren,  genau  wie  im  Schema,  die  Zeichen 
b  und  d,  oder,  was  gleichlicdeutend  ist,  die  Indices  von  b  und  d 
vertauscht ,  so  gehen  dieselben  in  solche  über ,  wie  sie  zu  J^  ge- 
hören.    Man  findet: 


2-4 


Gleiche  Reihen. 


8)  +  «,   K  Ct  ^4 
4)  —  a,   \  (\  f/3 

•M  +  (r,  //,  <\  (/.,, 

10)      (f.j     f>3      (\      f/4 

u.  s.  w. 

DuitIi  N'erj^Ioicli  ühei/oiiuen  wir  uns  leicht,  dass  alle  Glieder  von 
J^  auch  in  J^  vorkonimen,  aber  mit  f,'ewechselten  Vorzeichen. 


1)  +  a,  />,  r,  (1, 

-)  —  <'i  ^  '3  '^ 

7)  +  <',j  K  ''4  '^ 

8)  —  (I,  A,  r,  </s 


f))  +  a.   />,  r,  r7, 
G)  —  fj,   />.,  r^  (/j 

11)  +  a,  />,   r,  (l, 


12) 


-  ((,  /:.  r,,  (I, 


Beispiel. 

4  7  9 

+  4 

6 

1 

—  0 

(5 

4 

-/.  = 

3  6  8 

=  +   7 

s 

4 

—  4 

8 

5  =  -  14 

4  5  1 

+   9 

3 

5 

—  7 

3 

1 

4  7  9 

+  4 

5 

8 

—  9 

5 

3 

^.= 

4  5  1 

=   +   7 

1 

3 

—  4 

1 

6  =  +  14. 

3  6  8 

+  9 

4 

fi 

-   7 

4 

8 

Zweiter  Beweis.  Wir  liaben  bereits  nachgewiesen,  dass 
das  Ditt'erenzenprodukt  und  mit  ihm  auch  die  durch  dasselbe  reprä- 
sentirte  Determinante  das  Vorzeichen  wechselt,  wenn  zwei  Elemente 
vertauscht  werden.  Ein  solcher  Wechsel  von  zwei  Elementen  des 
Differenzenproduktes  hat  aber  auch  in  der  schematischen  Aufstel- 
lunj5  (23)  den  Wechsel  von  zwei  Reihen  oder  zwei  Colonnen  zur 
Folge,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 


§.  7.    Gleiche  Reihen. 

Wenn  in  dem  Schema  einer  Determinante  zwei  Reihen, 
beziehungsweise  Colonnen,  gleich  sind,  oder  in  Folge 
zulässiger  Transformationen  gleich  werden  können, 
so  ist  der  Werth  dieser  Determinante    gleich  Null. 

Macht  man  in  dem  Schema  von  ^,  in  (25)  die  entsprechenden 
Elemente  der  Reihen  2>  und  r  gleich,  also 

api  =  «ri;    flp2  =  ar2;    «p3  =  ctr3  u.  s.  w^  bis  ap„=arn, 

so  werden  auch  die  beiden  Glieder  eines  jeden  Paares,  wie  solche 
in  §.  G  zusammengestellt  sind,  einander  gleich  und  behalten  ihre 
entgegengesetzten  Vorzeichen  bei,  so  dass  sie  einander  aufheben. 
Unter  dieser  Voraussetzung  wird  nämlich 
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und  daraus  folgt :  A^  -\-  B^  =  0.  Ebenso  verscliwinden  auch  die 
übrigen  Glieder  paarweise  und  mit  ihnen  die  ganze  Determinante. 

Z  w  e  i  t  e  r  B  e  w  e i  s.  Erwiesenermassen  muss  eine  Determinante 
das  Vorzeichen  Nvechseln,  wenn  zwei  beliebige  Reihen  oder  Colonnen 
vertauscht  werden.  Wechselt  man  nun  die  beiden  identisch 
gleiciien  Reihen,  so  nuiss  einmal  die  Determinante  ganz  unver- 
ändert bleiben  und  doch  auch  ihr  Vorzeichen  wechseln.  Beiden 
Anforderungen  zugleich  kann  nur  durch  den  Werth  Null  ent- 
sprochen werden. 

Dritter  Beweis.  Das  Diiferenzenprodukt  und  die  mit 
diesem  identiticirte  Determinante  verschwinden ,  wenn  zwei  Ele- 
mente gleich  werden.  Tritt  dieser  Fall  ein ,  so  werden  in  dem 
entsprechenden  Schema  (23)  zwei  Reihen  oder  zwei  Colonnen  gleich. 
Umgekehrt  müssen  in  dem  Dit^'erenzenprodiikt  zwei  Elemente 
gleich  sein,  wenn  das  Schema  zwei  gleiche  Reihen  oder  Colonnen 
enthält,  und  die  Determinante  muss  in  diesem  Falle  verschwinden. 


Beispiel. 


5 

9 

7 

8 

3 

4 

5 

9 

7 

-j-  5.3.7 
=  -f  9.4.5 

+7.8.9 


5.4.9  =  0. 

9.8.7 


§.  8.    Von  den   Unterdeterminanten  und  ihrer  Verwerthung  zur   Berechnung 
der  Hauptdeterminante. 

Der  leichteren  Verständlichkeit  wegen  führen  wir  die  nächsten 
Entwicklungen  an  einem  Schema  vom  vierten  Grade  aus: 


J  = 


«1 

a. 

«3 

«« 

h 

h 

h 

K 

<". 

Ci 

^3 

c* 

d. 

cl. 

ds 

ä. 

(26) 


Wie  bekannt  ist,  darf  «,  nicht  mit  solchen  Elementen  verbunden 
werden,  welche  mit  ihm  in  der  nämlichen  Reihe  und  Colonne 
stehen.  Werden  mithin  die  Reihe  der  a  und  die  Colonne  1  unter- 
drückt, so  bleiben  diejenigen  Elemente  zurück,  mit  welchen  a^  in 
Verbindung  treten  kann,  und  zwar  eingefügt  in  ein  Schema  vom 
dritten  Grade,  das  wir  symbolisch  durch  J,  bezeichnen  wollen. 


Ä.  = 


h  K  K 

C2   Cs  c* 
d,  rf,  d. 
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Von  den  Untordetermijiantüii. 


Wir  sn^^cii ,   .1,   sei   die   zu  o^   fii'hörigo  Untcnlotcniiiiuinte. 
•iorocIiiK't  lu'isst  diosolhi': 


Aiis- 


-1,  =  />,,  c,  (J,  —  />»  r,  (1^  —  b,  r,  fZ,  +  h.,  c,  (?,  +  h^  r,  r/,  —  /;,  c^  d, . 
Durch  Multiplication  mit  (l^  jjjeht  sie  über  in : 

a,  J,  =  n,  />,  («3  (/,  —  a,  />,  c,  r?,  —  a^  h.^  c,  d,  +  «,  />3  r,  r^, 

+  «.    '^   ^i  '^3   —  «1    K  ^3   '^  • 

Auf  ilor  rechton  Seite  sehen  wir  diejenigen  scclis  (ilieder  von  _/, 
welche  mit  «,  anfangen,  und  können  diiher  deren  Summe  durch 
den  einfaclieren  Aus(huck  «,  .1,  darstellen.  Streicht  man  in  ('26) 
ebenso  die  Reihe  a  und  die  C'olomien  2  durch ,  so  bleibt  ein 
Schema  zurück,  welches  alle  Kiemente  enthält,  die  mit  a.,  verbun- 
den werden  dürfen.  Aus  einem  bald  anzuführenden  Grunde  nennen 
wir  dieses  Schema  al)er  erst  dann  die  zu  a^  gehörige  Unterdeter- 
minante,  nachdem  das  Vorzeichen  gewechselt  ist.    Hiernach  ist: 

b,  63  b^ 

A^  =  C,    C3    C^ 

ä,  f/3  f/, 
Wieder  erhält  man  durch  Entw'ickhmg: 

A^  =  —  [/>.  ^3  '^4  —  h  C4  (h  —  K  Ci  (h  +  ^3  ^4  f^  +  *4  Ci  f'3  -  ^4  (^z  (h  ]■ 
Wird  nun  beiderseits  mit  «,  multiplicirt ,  so  erhöht  sich  rechts 
die  Zahl  der  Inversionen  in  allen  Gliedern  um  1 ,  weil  2  vor  1 
tritt,  und  die  Vorzeichen  stimmen  nicht  mehr  mit  der  Klasse  der 
Indicesformen  überein.  Diese  Uebereinstimmung  wird  aber  wieder 
dadurch  hergestellt,  dass  man  die  Klammer  auflöst,  womit  ja  für 
alle  Glieder  ein  Zeichenwechsel  verbunden  ist.    So  erhält  man: 

0,  A^  =  —  a^b,  C3  d^  +  «2  ^'i  ^4  <^3  +  «2  *3  <^.  f'4  —  «2  h  Ca  f^i 
—  «2  b^  c,  f/g  +  «2  b^  C3  f?i  . 

Auf  der  rechten  Seite  sehen  wir  hier  sechs  weitere  Glieder  von  J 
und  können  deren  Summe  durch  das  Produkt  a.^  A^  einfacher  aus- 
drücken. 

Auch  durch  das  Element  a^  ist  das  Schema  einer  Unterdeter- 
minante J3  vollständig  bestimmt.  Man  findet  es,  wenn  man  in 
(26)  die  Reihe  a  und  die  Colonne  3  beseitigt,  das  Zeichen  aber 
beibehält.     Mithin  ist: 

h  K  h  j 
Az  =      '^1  ^2  ^4  ! ' 

f/,  d^  d^  j 

J3  =  6,  c,  f7,  —  b^  c,  d^  —  b^  f,  d^  +  b^  c^  d,  +  b^  c,  d.,  —  b^  c^  d,  . 
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Wird  jetzt  auf  beiden  Seiten  mit  o,,  nuiltiplicirt,  so  nehmen  die 
Inversionen  in  allen  Theilen  auf  der  rechten  Seite  um  2  zu,  weil 
3  vor  1  und  vor  2  tritt  und  die  bestehende  Uebereinstinniiung 
zwischen  der  Klasse  der  Indicesform  und  dem  Vorzeichen  der 
einzelnen  Glieder  nicht  stört.     So  erhält  man: 

«3  Ag  =  «3  f\  c,_  (1^  —  ftg  />,  c^  (l,  —  «3  lt.,  c,  (J^  +  «3  f'i  '\  dl 

+    «3    K    Ci    (^2    —  «3    ^4    ^2    (h    • 

und  findet  abermals  auf  der  rechten  Seite  sechs  Glieder  der  Deter- 
minante (2G),  deren  Summe  sich  mithin  in  der  Lorm  des  Pro- 
duktes Oj  A^  darstellen  lässt. 

Eben  so  leicht  ist  es,  zu  dem  Elemente  a^  die  Unterdeter- 
minante zu  gewinnen.  Zu  diesem  Zweck  wird  in  (2('))  die  Reihe  a 
und  die  Colonne  4  beseitigt  und  das  zurückgeV)liebene  Schema 
wieder  mit  gewechseltem  Vorzeichen  gesetzt.    Hiernach  ist: 

h  h  ^3  I 
A^=         p,  c,  C3 
cl,  (1^  d^  . 

J,  =  —  [/>,  c,  f/,  —  />,  ^3  d,  —  Ik,  c,  d,  -f  k,  C3  f/,  +  h,  r,  (/,  —  h,  c,  f/.]. 

Wird  wieder  auf  beiden  Seiten  mit  «^  multiplicirt ,  so  treten  in 
jedem  Gliede  auf  der  rechten  Seite  drei  weitere  Inversionen  hinzu, 
gebildet  von  4  mit  1 ,  2  und  3.  Dem  hierdurch  veranlassten 
Klassenwechsel  der  einzelnen  Glieder  entspricht  wieder  der  mit 
der  Klammerauflösung  verbundene  Wechsel  aller  Vorzeichen.  So 
gibt  es : 

O4  -4,  =  —  a^  /y,  c,  f/3  +  a,  />,  i\  d.,  -{-  a,  K  c^  (/,  -  a^  h,  c^  d, 
—  rt,  ^3  r,  d.,  +  a,  ^3  c^  f?.  . 

Auch  diese  letzten  n  Glieder  von  J  können  zu  dem  Produkt  «^  A^ 
vereinigt  werden.  Hiernach  lässt  sich  die  ganze  Determinante 
(26)  aus  diesen  Produkten  nach  folgender  Formel  zusammensetzen : 

J  =  «.  A,  +  a,  A,  +  «3  .I3  -f  a,  A,  .  (27) 

Einfacher  und  leichter  zu  verallgemeinern  ist  die  nachfolgende 
Entwicklungsweise  dieser  Formel.  Zuerst  stellt  man  die  folgenden 
vier  Formen  her: 

a,  h.,  c,  d, :    —  a,  />,  r^  c1, ;    a,  b,  c,  d, ;    —  a,  h,  c,  d,  . 

Wird  nun  in  dem  ersten  Theile  «,  festgehalten,  und  werden  die  drei 
letzten  Indices  durch  fortgesetzten  Indiceswechsel  pcrnuitirt,  so  er- 
hält man  diejenigen  sechs  Glieder,  welche  mita,  anfangen  und  heissen : 

«1  [^  <'s  d,  —  i,  <\  f/3  -f  />3  f'4  d,  —  K  c-i  d,  +  h,  r,  d,  -  b,  c,  rf,] . 
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Von  den  Untordcterminnntcn. 


Dass  der  Ausdruck  in  ilor  Kliuuuicr  nichts  Anderes  ist,  als  die 
zu  M,  j^ehörige  riiterdoterniiiiante  .1,,  bedarf  wohl  keines  weiteren 
Nachweises,  und  wir  setzen  den  ^^anzen  Ausdruck  .uleicli  dem 
Produkt  a^  A^ . 

Hält  man  ebenso  in  dem  fol-zenden  Tiieile  den  Factor  —  a.^  fest, 
und  vertauscht  man  fort^resetzt  die  anderen  Indices,  so  entstehen 
diejenigen  Theile  von  .7,  welche  mit  u.^  anfanj^en : 

—  </,  [/>,  (\  d,  —  h,  c,  (1,  +  />3  (\  (1^  —  //,  i\  (J,  +  ^U  Ci  fh  —  ^U  Cz  (?i]- 

Wieder  repräsentirt  der  Klamnierwertli  in  Verbindung  mit  dem 
—  Zeichen  den  Ausdruck,  welchen  wir  oben  durch  A.^  bezeichnet 
haben,  und  somit  dürfen  wir  das  Ganze  unter  der  Form  o.^  A^ 
zusannnenfassen. 

Auf  gleiche  Weise  gehen  die  beiden  anderen  Theile  in  folgende 
Ausdrücke  über: 

«s  [^1  ^2  (h  —  \  C4  (^2  +  h  ^4  ^^  —  K  fi  (h  +  h  Ci  (h  —  h  C2  di] 

—  a,  [6,  c,  f?3  —  b,  C3  (1^  +  b^  C3  f/,  —  ?>,  f,  f/3  +  b^  r,  d^  —  b^c^d^], 

und  diese  lassen  sich  wieder  in  die  Form  der  beiden  Produkte 
ttj  J3  und  a^  A^  bringen. 

Wie  die  Schemata  dieser  Unterdeterminanten  aus  dem  Ilaupt- 
schema  entnommen  werden  müssen .  ist  durch  diese  Entwicklung 
hinlänglich  festgestellt.  Ebenso  kann  es  keine  Schwierigkeiten 
bieten,  die  Entwicklungen  selbst  auf  Determinanten  von  noch 
höherem  Grade  auszudehnen,  und  ist  es  wohl  gestattet,  die  Formel 
(27)  ohne  Weiteres  als  allgemein  gültig  anzusehen.   In  derti  Schema: 


«11      «12 

Wo  4  t*rt  o 


«ir 
«2, 


«pl     «1)2 


«nl     «n2 


«nr 


«nn 


(28) 


müssen  die  Unterdeterminanten  der  ersten  Pieihe  durch  A^^, 
A^^  ....  Ai^  ....  Air,  bezeichnet  werden,  und  da  wir  wissen, 
dass  die  zugehörigen  Schemata  abwechselnd  mit  den  positiven  und 
negativen  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  so  fügen  wir  dem  Schema 
von  Au  noch  den  Factor  (—1)*"^"  zu,  weil  hierdurch  das  Vor- 
zeichen regulirt  wird,  indem  (— l)*+^  =  +  l;  ( — 1)*+^  =  — 1 
ist  u.  s.  w.  Der  Unterdeterminante  A^  entspricht  hiernach  das 
folgende  Schema: 


Mr  =  (-^y^' 


(29) 


Von  den  Unterdeterminanten. 

ft,,      «22       •     •     •     •     ^2.  r-l    «2,  r+l     •     •     •     •     fljn 
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«„1  dpi 


a, 


a. 


rt, 


«ni  a„2 


■     «n,  r-l     («n, 


Um  also  aus  dem  Ilauptschema  das  der  Unterdeterminante  A^, 
herzustellen,  unterdrücken  wir  die  Reihe  1  und  die  Colonne  r  und 
versehen  den  zurückgebliebenen  Tlieil  mit  dem  Vorzeichenfactor 
( — 1)*+'.  Werden  so  alle  Unterdeterminanten  der  ersten  Reihe 
gebildet,  so  setzt  sich  aus  ihnen  und  den  zugehörigen  Elementen 
die  Ilauptdetermiuante  nach  folgender  Formel  zusammen: 

J=a,,  J,,  +  a..,  yl,,  +  0,3  .1,3  +  ....  +  rt,„  .■!,„ .         (30) 

Diese  Formel  ist  zwar  nur  auf  die  erste  Reihe  anwendbar;  allein 
da  durch  Reihentausch  und  entsprechenden  Zeichenwechsel  eine 
jede  Reihe  in  die  Lage  der  ersten  gebracht  werden  kann,  so  ist 
es  nicht  schwer,  dieselbe  in  eine  andere  umzuwandeln,  die  für 
jede  beliebige  Reihe  gültig  ist.  Soll  z.  B,  die  Reihe  j)  in  die 
Lage  der  ersten  verschoben  und  dabei  die  anfängliche  Ordnung 
der  übrigen  Reihen  festgehalten  werden,  so  vertauschen  wir  die 
Reihe  ^j  nach  und  nach  mit  den  Reihen  (^j— 1),  (^)— 2),  (jj? — 3) 
u.  s.  w.  So  gelangt  sie  nach  (p — 1)  Vertauschungen  in  die  Lage 
der  ersten,  und  die  übrigen  haben  ihre  Lage  zu  einander  nicht 
verändert.  Da  mit  dieser  Transformation  auch  (j) — 1)  Zcichen- 
wechsel  verbunden  sind,  so  muss  die  Determinante  so  umgestaltet 
sein,  dass  sie  jetzt  heisst: 


J=(-\) 


(31) 


p-i 


«pl 

ap2        •  • 

.     .     ttpr 

•     •     •    «pn 

«11 

«,2 

.     .     üir 

.  .  .  a,„ 

«21 

«22                 •     • 

.  .  au 

•     •     •    «2n 

«P-I. 

1      Clp-1,  2       •     • 

•     '     «p-l.r       . 

•     •     •    «p-l.n 

«P  +  1. 

1     «p  +  1,  2      •     • 

•     •     «p  +  l.r       • 

•     •     •     «  p  + 1  ,  n 

«nl 


Cln2 


«nr 


«nu 


Werden  aus  diesem  Schema  die  zur  ersten  Reihe  gehörigen  Unter- 
determinanten bestimmt,  diese  selbst  mit  ihren  zugehörigen  Ele- 
menten multiplicirt,  diese  Produkte  alsdann  mit  dem  Transfor- 
mationsfactor  ( — 1)""*  verbunden  und  nach  (30)  zu  einer  Summe 
vereinigt,  so  hat  man  eine  zweite  Form  der  Determinante.    Hier- 


30 


Vi>n  den  Unterdctcnuiiianton. 


bei  sollen  zwar  die  Untenlotcnninaiiteii  der  ersten  Reihe  durch 
ylpi,  J,,»,  .1,,3  ....  >1,,„  be/t'icliiiet  werden,  den  Kh'nienten  ent- 
sprechend, doch  sind  die  Vorzeichen  ;^an/.  nach  den  früheren 
Ileiieln  zu  hestininien,  .so  dass  zu  J,,,  das  Vorzeichen  (— 1)'+'" 
{gehört.  Wird  aber  damit  der  aHen  Tiieilen  gemeinschaftliche  und 
aus  der  Transformation  hervorgegangene  Factor  (—1)'*"*  vereinigt, 
so  gehört  zur  Unt.erdeterminante  A^r  i"i  Tianzen  der  Vorzeichen- 
factor  (— l)'^""  .  (—1)""'  =  (—\y*\  Hiernach  gestaltet  sich 
aber  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  der  Unterdeterminanten 
wie  folgt: 


.L,=(-i:r' 


(32) 


a„- 


•     «1, r-I 


"2,r  +  l 


ttin 
«2« 


p-I  .  1      "ii-I  .  2    • 
^p  +  1,  1      Öp  +  I,  2    • 


^'p-1  ,  r-l       ttp-1  ,  r  +  1 
f'p  +  1  ,  r-l      O'j.  +  i  ,  r  +  1 


•  •     Wp-1  ,  n 

•  •     rt»+l.  n 


«n.,- 


a„, 


«nn 


Dieses  Schema  entsteht  aus  (31),  indem  man  die  erste  Reihe  und 
r'J  Colonne  unterdrückt.  Es  kann  aber  auch  ebenso  leicht  aus 
dem  ursprünglichen  Schema  (28)  entnommen  werden  ,  indem  man 
dort  die  ^/f  Reihe  und  >•'?  Colonne  wegnimmt,  weil  die  übrigen 
Reihen  und  alle  Colonneu  in  beiden  Schematen  in  der  nämlichen 
Ordnung  aufeinander  folgen.  Werden  also  nach  diesem  Schema 
die  Unterdeterminanten,  welche  zu  den  Elementen  der  ;/'"  Reihe 
des  Hauptschemas  gehören,  aus  diesem  direkt  abgeleitet  und  mit 
den  ihnen  zugehörigen  Elementen  multiplicirt,  so  wird  aus  diesen 
Produkten  die  Determinante  selbst  nach  folgender  Formel  zu- 
sammengesetzt : 

-7=api  ylpi  +  flpo^pa  +  ap3^p3+  •  •  .+a^„Äpr,-      (33) 

Wie  früher  nachgewiesen  wurde,  dürfen  Lehrsätze,  die  für 
Reihen  gültig  sind,  ohne  Weiteres  auch  auf  Colonnen  angewendet 
werden.  Berechnen  wir  mithin  nach  (32)  die  Unterdeterminanten, 
welche  zu  den  Elementen  der  Colonne  r  gehören ,  und  bilden 
wieder  die  Produkte  aus  diesen  und  den  Elementen  selbst,  so 
kann  J  auch  nach  folgender  Formel  berechnet  werden : 


J=airÄi,-\-a2rA>ir  +  «Sr^Sr  + 


-f-  «nr  -^nr 


(34) 


Gemeinsamer  Factor  der  Elemente  einer  Reihe. 
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Beispiel,  j       4       9       2 
—3       5       1 
5       7  —2 
4  —9       3 


J 


G  Hier  ist: 

4        «3,  =  5  ;     03.,  =  7  ; 
8        a33  =  -2;    a,,  =  ^. 


A.„,  — 


9 

2 

G 

.5 

1 

4 

-9 

3 

7 

4 

9 

6 

-3 

5 

4 

4 

—9 

7 

^   '  )  -"3  2 


-659;    .434  =  - 


4 

2 

6 

- 

~3 

1 

4 

4 

3 

7 

4       9 

2 

—3       5 

1 

= 

4  -9 

3 

=  24; 


=  —  22: 


^  =  5  .  (-  43)  +  7  .  24  +  (—2) .  609  +  8  .  (—227)  =  — 
Es  ist  auch  :     a,.,  =  9 ;    n^,=  b ;    «32  =  7  ;    a^^  =  —  9 


3181. 


■A.o  —  — 


-^00  — 


-3 

1 

4 

5 

—2 

8 

4 

3 

7 

4 

2 

6 

—3 

1 

4 

4 

3 

7 

=  -  203 ;    ^,2  = 


=  24; 


.U  = 


J=d.  (—20.3)  +  5  .  (—  20)  +  7  .  24  +  (-  0)  .  158  = 


4       2       G 

5  —2       8 

=  —  20; 

4       3       7 

4       2       6 

—3       1       4 

=  158. 

5  —2       8 

-9).  158  = 

= 

—  3181. 

§.  9.    Gemeinsamer  Factor  der  Elemente  einer  Reihe. 

Werden  alle  Elemente  einer  Reihe,  beziehungs- 
weise einer  C 0 1 0 n n e ,  mit  der  nämlichen  Zahl  m u  1 1 i - 
p 1  i c i r t  oder  d i v i d i r t ,  so  w i r d  hie r d u r c h  die  g a n z e 
D  e  t  e  r  m  i  n  a  n  t  e  m  i  t  dieser  Zahl  m  u  1 1  i  p  1  i  c  i  r  t  oder  d  i  - 
vidirt. 

Schematiscli  hat  dieser  Lehrsatz  die  folgende  (Jestalt: 


J. 


J. 


«In 
«2,, 


m  .  a,, ,  ni .  a,,2 


«nl 


m  .  a,,n 


«„n 


=  m 


«..         «.2        • 
^21         «22        • 

(du 
«2n 

«pl       «,,2       • 

«pn 

ttnl       «„2      • 

«nn 

(35) 
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Goraeiiisamer  Factor  der  Elemente  einer  Keibe. 


Als  si'llistver.stäiullicli  wird  voraiissosetzt,  dass  in  J^  und  J^ 
jili'iche  KltMiKMitesyiubolo  aiu'li  gldche  Zalilonwcrtlio  bedeuten. 
Dann  sind  auch  die  Unterdcterniinanten  der  Keilie  p  in  beiden 
identisch  i^kMch  und  wir  liaben: 

-/,  =m.rt,,,  ^p,  +  m.a,,ayl,,j  + +  »».a,,„^„„ 


J^  =a,,,  .1,,,  +  f(,,n  .'1,,2  H-  •  •  ■ 


"l        "' p n  •' *  !> n 


Die  Richti,u;i\eit  dieses  Satzes  kann  aucli  so  nachgewiesen  werden: 
Bei  (U'r  /usannncnsetzunu:  der  Deterniinantenglieder  wird  in  jedes 
einzehie  Cilied  aus  jeder  Reihe  und  Colonne  je  ein  Element  auf- 
genonnnen.  Werden  nun  die  Elemente  einer  Reihe  oder  Colonne 
mit  m  niultiplicirt,  so  wird  dieser  Factor  auch  in  jedes  Glied,  und 
zwar  nur  ein  Mal,  eingeführt  und  erscheint  so  als  gemeinschaft- 
licher Factor  aller  Glieder  oder  der  ganzen  Determinante. 

Die  Multipliciition  wird  thatsächlich  zu   einer  Division,   wenn 

man,  statt  mit  ?»,  mit  —  multiplicirt. 

Dl 

Einige  Sätze,  die  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  implicite 
enthalten  sind,   sollen  hier  noch  besonders  hervorgehoben  werden. 

1)  Haben  alle  Elemente  einer  Reihe  oder  einer  Colonne  den 
gemeinschaftlichen  Factor  ?»,  so  kann  derselbe  als  gemeinschaft- 
licher Factor  vor  das  Schema  gesetzt  werden,  wie  in  (35). 

2)  Werden  alle  Elemente  einer  Reihe  oder  Colonne  mit  dem 
nämlichen  Factor  multiplicirt,  und  wird  zugleich  die  ganze  Deter- 
minante mit  diesem  Factor  dividirt,  so  bleibt  deren  Werth  un- 
verändert. 

3)  Wechselt  man  die  Vorzeichen  aller  Elemente  in  einer 
Reihe  oder  in  einer  Colonne,  so  wechselt  hierdurch  die  ganze 
Determinante  das  Vorzeichen. 

4)  Sind  alle  Elemente,  welche  auf  einer  Seite  einer  Diagonale 
stehen,  gleich  Null,  so  ist  die  ganze  Determinante  gleich  diesem 
Diagonalgliede. 


J  = 


a.  0  0  0 
Ci  c,  C3  0 
n,  n„  «,  n^ 


.  0 
.  0 
.  0 


=  a, 


J,    0    0    .  .  0 
C2   C3   0    .  .  0 


«2  M3  n^  .  .w„ 


■a,  h 


f,  0  .  .  0 


W3  n^  .  .n„ 


J=a,h^c^  .  .  .  .  w. 


(30) 


Eigenschaften  der  Unterdeterminanten. 
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5)  Das  nachfülgende  Schema  kann  dazu  dienen,  eine  Deter- 
minante in  eine  andere  zu  verwandeln,  welclie  um  einen  Grad 
höher,  aber  von  gUMchem  \Verthe  ist. 

I  l    0    0  ....  0 

a.  a,  .  .  .  .  «„ 

^'-    ^ '^"  '     '  '  (87) 


n,  n„ 


Die  Elemente  x,  ij 


X     0, 

a,     . 

.   .  «, 

V  f\ 

h,     . 

.    .    A. 

I  ^    C,    Cj     .  .  .    c„ 
.?  sind  beliebige  Grössen. 


§.  10.    Eigenschaften  der  Unterdeterminanten. 

Werden  die  Elemente  einer  Reihe,  beziehungs- 
weise e  i  n  e  r  C  0 1 0  n  n  e ,  mit  s  o  1  c h  e  n  U  n  t  e r d  e  t  e  r  m i  n  a  n t  e n, 
welche  zu  den  Elementen  einer  anderen  Reihe,  be- 
zieh u  n  g  s  w  e  i  s  e  C  o  1  o  n  n  e ,  gehören,  m u  1 1 i p  1  i c i r t ,  so  ist 
die  Summe  dieser  Produkte  gleich  Null. 


J  = 


I  1>2 


«sn 


(38) 


«1.1      fln2     ....     «„„    ! 

Nach  der  Reihe  ^>  entwickelt,  erhält  man: 

^  =  a,,,  .Ip,  +  a„.2 .1,,2  4-  «p3  ^p3  +  .  .  .  +  rt,.„  yl„„. 

Da  die  Unterdeterminanten  von  den  zugehörigen  Elementen  ganz 
unabhängig  sind,  so  bleiben  sie  unverändert,  wenn  wir  diesen  be- 
sondere Werthe  beilegen,  indem  wir  setzen: 


«■■ 


i'i 


«„2  =  a.s 


Die  letzte  Formel  gestaltet  sich  jetzt  so: 

^  =  a„,  A^,l  +  «„..  yl,,,  -f  ....  4-  «»■■  ^,.n 

und  repräsentirt  die  Summe  aller  Produkte,  die  entstehen,  wenn 
wir  die  Elemente  der  Reihe  *•  mit  denjenigen  Unterdeterminanten 
nudtipliciren,  die  zur  Reihe  j;  gehören.  Zugleich  entstehen  aber 
auch  im  Schema  (38)  zwei  identisch  gleiche  Reihen,   nämlich  die 

3 
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Zerlegung  cinur  Dctorininiinte  in  eine  Suininc  von  zweien. 


lU'ilu'u  j>  mid  .s\  so  dass  der  Wcrth  der  ganzen  Determinante  (nach 
>;.  7)  verschwinden  und  die  U'tzte  Formel  in  die  nachfolgende 
übergehen  miiss: 

(1,1  Ay,i  +  «..,  yl,,,  4-  •  •  ■  •  +  cK,Myn  =  0.  (39) 

Wird  diese  Formel  wieder  auf  die  Colonnen  q  und  >•  übertragen, 
so  heisst  sie: 

«.,  Ji,+  «2r^'l,.,  +  ....  +a,.r^l.,.,  =  0.  (40) 

7     15     3 

4     0     G     8 

9     2     7     5 

10     6     1     2 

yl,,  =  — 104;    yl.2  =  2()0;    .4,,  =  168;    A,,  =  —  U. 

Wenn  diese  Unterdeterminanten,  welche  zur  ersten  Reihe  gehören, 
mit  den  Elementen  einer  anderen ,  z.  B.  der  dritten  Reihe  multi- 
plicirt  werden,  so  entsteht: 

(-^  104) .  9  +  260  .  2  +  108  .  7  —  44  .  5  =  0. 


Beispiel. 

J  = 


§.  11.    Zerlegung  einer  Determinante  in  eine  Summe  von  Determinanten 
von  gleichem  Grade. 

Werden   die   Elemente  der  Reihe  i)  dadurch   in  zwei   Tlieile 
zerlegt,  dass 

a,,,  =  «p,  +  /^pi ;   ap2  =  u^^  +  /?,,2 ;    .  .  .  a,,^  =  «p„  +  ß^,„ 

gesetzt  wird,  so  gestaltet  sich  das  allgemeine  Schema  folgender- 
massen : 


j  = 


«in 


(«PI   +  ßvi\     («P2  +  ßv2) («p„  +  ßpu) 


«nJ 


^n  n 


,     (41) 


und  die  nach  der  Reihe  ^>  entwickelte  Determinante  erhält  folgende 
Form : 

^=  («PI    +  ßvi)  ^Pl    +   («P2  +   ßp2)  ^p2    .     .     .    +   («pn  +  ßyn)  ^pn- 

Wir  zerlegen  diesen  Werth  in  die  beiden  folgenden: 

J,  =  «p,  .4p,  +  «„2  .4p2  +•■..  +  «p„  ^4p„ 

^2    =  /^Pl   --Ipl    +  ßv2  ^p2  +••••+  /^pn  -^pn 
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und  haben  die  Relation  J  =  J^  -\-  J...  Zugleich  erkennen  wir. 
dass  J^  und  J^  selbstständige  Determinanten  sind ,  welche  mit  J 
die  Unterdeterminanten  der  Reihe  p  gemeinschaftlich  haben.  Ihre 
Schemata  stimmen  daher  auch  mit  dem  Schema  von  J  genau 
überein  bis  auf  die  Elemente  der  Reihe  p ,  welche  in  J^  durch 
die  « ,  in  J^,  aber  durch  die  /:?  ersetzt  werden  muss.    Hiernach  ist 

tt ,  ,     tt ,  2     .     .     .     .     (f  ,  „ 
rtj,     «22     ....     Htn 


J,    = 


«1. 

«.2      •      • 

.      .     «, 

n 

a... 

«2  2      •      • 

.      .     «, 

n 

«P. 

«,2     .      . 

.      .     tf, 

■■ 

;  J., 


i^. 


ß.-^ 


ßi>a 


•    «„,    «„2     ....     ft„n  j    «ni     «„J     ....«, 

Wird  das  gleiche  Verfahren  bei  J^  und  J^  wiederholt,  oder  werden 
schon  anfangs  die  Elemente  der  Reihe  jj  in  mehr  als  zwei  Theile 
zerlegt,   so  zerfällt  auch  J  in   eine  grössere  Anzahl   von  Deter- 
minanten. 
Beispiel 


1. 

J 

'^i 

^2 

8 

2 

5 

8 

2 

5 

8 

2       5 

7 

10 

1 

= 

4 

5 

O 

+ 

3 

5  -2 

3 

6 

4 

■1 

G 

4 

3 

6       4 

7  =  4  +  3;     10  =  5+5;     1  =  3  —  2;     ^.  =  47 ;     4  =  235 ; 
J=  282 ,  oder  J  =  J^^J,. 


§.  12.    Erlaubte  Veränderung  der  Elemente  einer  Reihe. 

Werden  s ä m m 1 1  i c h e  Elemente  einer  Reihe,  be- 
ziehungsweise Colonne,  mit  dem  nämlichen  ganz  be- 
liebigen Factor  multiplicirt  und  diese  Produkte  zu 
den  Elementen  einer  anderen  Reihe,  r  e  s  p.  Colonne, 
addirt,  so  bleibt  der  Werth  der  Determinante  un- 
verändert. 

Es  soll  bewiesen  werden,  dass 
J,  J,  (42) 


(1,1     «12 
«2,      «2  2 


«,n 


«PI     «1)2    •     •     .     .     «pn 


«,,       ««2      ....      «.„ 


«„•i 


«ui. 


«II 
«21 


«,2 


«,M 
«2n 


(«„,+>«.«„,),  (a^2  +  w.rt,2)  .  .  .  (o„„  +  wi.a,„) 

«M  «.2 «.n 


«n, 


«„V 


«n. 
3* 


HO 


Vüiiliulenui''   (lor  Kleniciitc  einer  Reihe. 


ist,  wcMiu  in  .  /,  die  Elemente  der  Kcilie  )>  dadurch  entstiinden  sind, 
(lass  man  in  ./,  die  mit  dem  helieliifien  Factor  m  luiiltiplicirten 
Kiemente  der  lleilie  s  /n  den  entsprechenden  Elementen  der  Reihe 
f)  addirt  hat.  Wii'd  ./j  nach  Anleitnng  des  vorhergehenden  Satzes 
in  zwei  Determinanten  zerle^^t,  indem  man  die  Elemente  der  Reihe 
p  wieder  in  ihre  Theile  o,,,  und  ni  .  a«, ,  a^,-i  und  in  .  (i,.,  u.  s.  w. 
autlösl ,  so  uclien  daraus  zwei  Determinanten  hervor,  von  welchen 
die  eine  gleich  ./,  ist,  die  andere  aber  so  heisst: 
a,,        rt,, a,„ 


^,  = 


m.a„,,   m.a^i 


iH.a, 


a,i 


«H., 


a„i  rtn2 «nn 

Wird  der  gemeinsame  Factor  m  ausgeschieden,  so  werden  zwei 
Reihen  gleich,  und  dann  ist  J^  =  0.  Da  aber  J^^  J^  -\-  J^  ist, 
so  folgt,  dass  J^  =  Ji  sein  muss. 

Ein  negativer  Werth  von  m  verwandelt  diese  Addition  that- 
sächlich  in  eine  Subtraction ,  für  m  =  +  1  werden  die  Elemente 
der  einen  Reihe  unverändert  mit  denen  der  anderen  Reihe  ver- 
einigt. Dass  (lieser  Satz  auch  auf  Colonnen  anwendbar  ist,  bedarf 
keines  besonderen  Beweises. 

Für  den  Fall,  dass  die  Elemente  gewöhnliche  Zahlen  sind, 
kann  mittelst  dieser  Sätze  das  Schema  zu  einer  für  die  Ausrech- 
nung bequemeren  Form  transformirt  werden,  indem  man  die  Reihen, 
beziehungsweise  Colonnen,  so  mit  einander  verbindet,  dass  alle 
Elemente  einer  Reihe  oder  Colonne  bis  auf  ein  einziges  in  Null 
übergehen.  Die  ganze  Determinante  reducirt  sich  dann,  wenn  sie 
nach  (33),  beziehungsweise  (34),  dargestellt  wird,  auf  das  Produkt 
aus  diesem  einzigen  Elemente  mit  der  zugehörigen  Unterdeter- 
minante. 


1.  Beispiel 


10 
4 
5 

7 


3     11 
1  —5 

1       8 


0 

10 

3 

11 

-1 

4 

1 

— 5 

0 

21 

5 

—12 

0 

3 

1 

8 

^j,  welches 


-V,  ist,  geht  aus  diesem  hervor,  indem  man  die  dritte 
Colonne  doppelt  von   der   ersten,   dann  die   zweite  Reihe  einfach 
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von  der  vierten  abzieht   und   nochmals   die  zweite  Reihe  vierfacli 
zur  dritten  addirt.     Nun  ist 


z/,  =a,,  yl,i  =  (— 1).— 


^3 

10 

3 

11 

21 

5 

—12 

3 

1 

8 

=  J, 


Nachdem  in  J^  die  dritte  Reihe  zur  zweiten  a(hlirt  ist ,  wird  in 
dieser  der  gemeinsame  Factor  2  ausgeschieden ,  dann  die  erste 
Reihe  von  der  zweiten  und  endlich  die  dreifache  dritte  Reihe  von 
der  ersten  abttezogen.     So  erhält  man: 


1 


0  —18 

1 

—  18 

0  -13 

=  2.1. 

2 

—  13 

1    8 

13 
13 


I 

i  3 
J,  =  26. 

Dies  ist  aber  auch  der  Werth  von  J, ,  und  so  sehen  wir  hier  eine 
Determinante  vom  vierten  Grade  auf  eine  solche  vom  zweiten  Grade 
reducirt,  deren  Ausrechnung  einfach  ist. 

2.  Beispiel : 

2—4  1  I  30 

3    _1     j   ^   ^  :    21 

\  — 2  I        "«ä     24 
4  —8  '  ir. 


>>i 


-^1 
—  U 

—4.1 


^2 

10 

2 

4 

9 

3 

1 

21 

1 

2 

27 

4 

O 

Hier  geht  J.^  hervor  aus  J^ ,  indem  man  die  erste  Colonne  mit 
12,  die  zweite  mit  —6,  die  vierte  mit  — 1  multiplicirt  und  die 
ganze  Determinante  wieder  mit  12.(~G).( — 1)^72  dividirt. 
Wird  weiter  aus  der  ersten  Reihe  der  Factor  2  ausgeschieden, 
dann  die  zweite  Colonne  dreifach  von  der  ersten,  die  dritte  fünf- 
fach von  der  zweiten  und  doppelt  von  der  vierten  abgezogen,  so 
erhält  man  das  nachfolgende: 


^3 

^, 

0 

0 

1 

0 

—  6  —6 

—  5 

1 

— (> 

—6 

3 

—5 

1 

36 

—39 

16 

1 

0 

^  36 

—80  Ki 
—65   7 

0 

—65 

7 

4 

— 5 

J^  ist  das  Produkt  aus  «,,,  =  1  und  der  entsprechenden  Unter- 
determinante. Nachdem  nun  in  der  ersten  und  dritten  Colonne 
die  Vorzeichen  gewechselt  sind,  wobei  das  Vorzeichen  der  Deter- 
minante selbst  unverändert  bleibt,  zieht  man  die  erste  Reihe  von 
der  dritten  ab  und  gelangt  so  zu  der  Form: 
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() 

-  0 

5 

^  =i 

5 

39 

10 

3i) 

k; 

0 

*         86 

5!» 

i;i 

0 

~  36 

59 

13 

=  ^•(-437), 


36 


und  wieder  ist  J^  = 


218:) 

36 


der  Werth  von  J. 


A  11  in  eik  ung.     In   beiden    Beispielen    sind    einfaclieic ,    aber    dtsswegen 
auch  weniger  instructivo  Transformationen   niöglicb. 


§.  13.    Zerlegung  einer  Determinante. 

Zerlegung  einer  1)  e  t  e  r  n»  i  n  n  n  t  e  v  o  m  Grade  n  i  n 
eine  Summe  von  Produkten,  deren  beide  Factoren 
wieder  Determinanten  sind,  und  zwar  vom  Grade  j9 
und  (n  —p). 

Damit  sich  die  nachfolgenden  Entwicklungen  nicht  allzu  um- 
fangreich gestalten,  führen  wir  dieselben  nicht  an  einem  allge- 
meinen Schema,  sondern  nur  an  solchen  von  bestimmten  Graden 
aus  und  beginnen  mit  einer  Determinante  vierten  Grades: 


J  = 


a^  a^  ttg  o^ 
h,   \   h^    h, 

Cy       C^      Cg       C4   j 

d^  f?2  c?.,   d^  I 
Zunächst  geben  wir  J  die  folgende  Gestalt: 

h,  h^  h.  i 


(43) 


J  =  a. 


K     l>3     ^4 

1 

c,  c,   c. 

—  «2 

(h  (h  (h 

+   «3 


h  ^  K 

1      2       4 

d,  d„  d^ 


c,   C3    c, 
dt  d^  d^ 

h  h  h  I 

^1  c^  C3    . 

d,  d^  d^  I 

Wird   das   gleiche   Verfahren   auf  die    zurückgebliebenen    Deter- 
minanten dritten  Grades  angewendet,  so  erhält  man: 


J=a^  j  h 


—  «2 1  ^1 
+  «3!^ 


C3  C^ 

d,  d^ 

Cs  C^ 

ch  d* 

d^  d^ 

C„  Co 


""^rlchd. 


-h. 


-K 


d,  d. 

+  h 

C,     C3 

di  ds 

dt  d,    +  ^* 

Ct  c, 
dt  d. 

C,      C4 

dt  d,    +  ^* 

Ct  c, 
dt  d. 

Ct    c, 
dt  ^3 

+  h 

Ct  c, 
dt  d. 

Zerlegung  einer  Determinante. 
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Die  jetzt  noch  übrig,  gebliebenen  Determinanten  sind  vom  zweiten 
Grade.  Berücksichtigt  man,  dass  eine  jede  in  zwei  Theilen  als  Factor 
auftritt,  so  lässt  sich  J  auch  in  folgender  Form  anschreiben : 


^3       ^4  I  <'j       C^ 


+  (o,  lu  —  aM 


c.  Cs 

d,  d. 


+  («2^3  — «n^) 


d,  d^ 


J= 

«1      «2 

^3       C, 
^3     f^4 

— 

«1      03 
b,       b. 

+ 

b,      b,\' 

<^2       C3 

rfj  d. 

+ 

«2     «3 
&2      h\' 

d,  d. 

— 

C,     Cs 

d,  d. 

+ 

«3     «, 
&3      «'. 

Bedenkt  man  endlich  noch,  dass  auch  die  Klammerwerthe  Deter- 
minanten zweiten  Grades  sind,  so  erscheint  schliesslich  J  in  fol- 
gender Zusammensetzung: 


(44) 


Zur  einfacheren  Darstellung  empfiehlt  sich  hier  die  symbolische 
Bezeichnung  der  Determinanten  durch  ihr  Diagonalglied,  und  zwar 
ist  dann: 

J  =  («,  h^) .  (C3  f/J  —  (a,  h^)  .  (r,_  d,)  4-  («.  ^4)  •  (<^2  ^3) 

+  K  ^3)  •  (Ci  (I4)  —  («i  ^4)  •  (^1  f'a)  +  («3  K)  •  (Ci  ^2)- 

Die  Determinante  vierten  Grades  sehen  wir  so  in  eine  Summe 
von  Produkten  zerlegt,  deren  Factoren  ebenfalls  Determinanten 
sind,  für  welche  die  Schemata  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  gege- 
benen entnommen  werden  können.  Die  Elemente  bezeichnen  näm- 
lich in  (43)  Rechtecke,  die  so  liegen,  dass  das  Schema  des  zweiten 
Factors  übrig  bleibt,  wenn  man  diejenigen  Reihen  und  Colonnen 
auslöscht,  denen  die  Elemente  des  ersten  Factors  angehören.  So 
zusammengehörige  Determinanten  werden  correspondirende  ge- 
nannt. Wird  durch  Wechsel  die  Lage  der  Reihen  oder  Colonnen 
geändert,  so  lässt  sich  die  Formel  (44)  auch  auf  das  transformirte 
Schema  anwenden  und  so  die  vorgelegte  Determinante  in  sehr  ver- 
schiedener Weise  in  eine  Sunune  von  Determinantenprodukten 
zerlegen. 
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Zerlegung  «'iiicr  Dctcrminanto. 


Nacluloni  an  diesiMii  Boisjücle  das  Wcsoii  der  l)eal)sichtigt(Mi 
Zorlejinng  klar  gestellt  ist,  sollen  an  einem  weiteren  allgemein 
gültige  Hegeln  und  Formeln  entwickelt  werden  und  mag  dazu 
eine  Determinante  fünften  Grades  dienen. 


J  = 


a,  a,  (/,  o,  «6 

fe,  6,  />3  h,  h^ 

<•.  ^.  ^'a  c,  c, 

(7,  f/,  f/,  (/,  dt 

e,  e,  0,  <\  e^ 


(45) 


1   2 

3  4  5 

2  4 

1  3  5 

1  3 

2  4  5 

2  5 

1  3  4 

1   4 

2  3  5 

3  4 

1  2  5 

1   5 

2  3  4 

3  5 

1  2  4 

2  3 

1  4  5 

4  5 

1  2  3 

(46) 


Von  der  Annahme  ausgehend,  dass  die  correspondirenden  Deter- 
minanten vom  zweiten  und  dritten  Grade  sein  sollen,  leiten  wir 
zuerst  aus  der  Indicesform  des  Diagonalgliedes  folgende  weitere 
Formen  ab : 

Wir  finden  hier  jede  Form  in  zwei  Gruppen  zerlegt  und  innerhalb 
jeder  Gruppe  die  Indices  in  natürlicher  Folge.  Der  ersten  Form 
entspricht  das  Determinantenglied :  «,  h^  .  Cg  (^^  e^ ,  und  daraus 
leiten  wir  weitere  Glieder  dadurch  her,  dass  wir  den  ersten  Theil 
*7j  &j  festhalten  und  nur  die  Indices  der  zweiten  Gruppe  permu- 
tiren,  wodurch  entsteht: 

<'i  K  [^3  f?4  ^6  —  ^3  ^h  v*  +  c^  d,  e,  —  c,  f(,  ('.^  +  €,  (?3  c^  —  Ca  d,  r'3]. 

Wird  diese  Klammer  nach  Art  der  Multiplication  aufgelöst,  so 
gehen  daraus  diejenigen  sechs  Glieder  hervor,  welche  mit  a^  h^ 
anfangen.  Durch  Tausch  von  1  mit  2  entstehen  hieraus  sechs 
weitere  Glieder,  welche  gewechselte  Vorzeichen  besitzen  und  sich 
auch  so  zusammenfassen  lassen: 

—  a^  6,  [C3  f?,  f,  —  C3  d^  e,  +  c,  d^  c,  —  c^  d^  e.,  +  c^  d^  e,  —  c^  d,  c^]. 

Der  beiden  Ausdrücken  gemeinschaftliche  Klammerfactor  ist  die 
Determinante  (Csd^e^),  und  da  auch  die  beiden  Theile  a,  b^  und 

—  a.^  h^ ,  oder  (a,  \  —  a^  b^)  als  Determinante  («,  JJ  geschrieben 
werden  können,  so  repräsentirt  die  symbolische  Form: 

diejenigen  zwölf  Glieder  von  J,  in  welchen  die  Indices  der  einen 
und  der  anderen  Gruppe  nur  unter  sich  vertauscht  sind. 
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Ebenso  entspricht  jeder  Nveitercn  unter  (46)  ziisanimengestellten 
Indicesform  ein  bestimmtes  Deterniinantenglied,  aus  dem  in  genau 
gleicher  Weise  weitere  Glieder  hergeleitet  werden  können.  Nehmen 
wir  an,  ein  solches  habe  die  Form: 

Oi^k-c„f/„ep,  (47) 

so  muss  darauf  Rücksicht  genommen  werden ,  dass  /  <  J:  und 
m<n<p  ist.  Um  nun  auch  das  Vorzeichen  festzustellen,  muss 
man  beachten,  wie  dieses  Glied  aus  dem  Hauptgliedc  hervorgeht. 
£s  wird  nämlich  zuerst  «mit  dem  vorhergeliendeu  Iudex  (/ — 1) 
vertauscht,  dann  mit  («  —  2),  (?  —  3)  u.  s.  w.,  d.h.  /  rückt  durch 
Tausch  von  Stelle  zu  Stelle  vor  und  gelangt  nach  (i  —  1)  Indices- 
wechseln  an  die  Stelle  von  1.  Selbstverständlich  muss  hierbei 
auch  das  Vorzeichen  (i  —  l)mal  gewechselt  werden.  Ebenso  lassen 
wir  h  von  Position  zu  Position  durch  Tausch  vorrücken  bis  zur 
Stelle  2 ,  wohin  es  nach  {k  —  2j  Vertauschungen  gelangen  muss. 
Da  diese  Verschiebung  {k  —  2)  Zeichenwechsel  zur  Folge  hat ,  so 
sind  deren  im  Ganzen  ii — 1)  +  (^  —  2)  zu  verzeichnen,  welche 
durch  den  Factor  ( — i(i-»)  +  {k-2)  j|jj.g„  Ausdruck  tinden. 

Hiernach  wird  das  Glied  mit  seinem  Vorzeichen  jetzt  so  heissen : 

Hält  man  hierin  den  ersten  Theil  fest  und  wechselt  fortgesetzt 
die  Indices  der  zweiten  Gruppe,  so  wandelt  sich  dieses  einzige 
Glied  in  folgenden  Ausdruck  um : 

(—  1)'-'  ■" "-'  «i  ik  [Cm  (h  Cp  —  r„  r/p  e„  +  c„  d^  r„ 
—  ^n  dm  Cp  +  Tp  f7„  ^„  —  fp  f7„  e„]. 

Wird  dieses  Produkt  ausmultiplicirt.  so  stellt  es  sechs  Glieder  von 
J  vor  mit  abwechselnd  positiven  und  negativen  Vorzeiclien,  genau 
so,  wie  es  der  fortgesetzte  Indiceswechsel  erfordert.  Da  nun  die 
Werthe  in  der  Klammer  die  entwickelte  Determinante  (r,„  r7„  c^ 
darsteilen,  so  können  diese  sechs  Glieder  unter  folgendem  Symbole 
zusammengefasst  werden : 

Vertauscht  man  darin  noch  die  Indices  1  und  2  und  wechselt  das 
Zeichen,  so  geheji  daraus  sechs  weitere  Glieder  von  J  hervor  und 
zwar  unter  der  Form: 

Beide  Ausdrücke  lassen  sich  vereinigen  zu  der  Summe: 

(-l)'-'*'-Mai />,-«,&,]  (c™f/„fp), 
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wi'lclii«  die  iKicli  cinüicljcre  Form  aiiiiiiiiiiit : 

(-\y"''-'{<r,K)  (r,„r7,.  .,.),  (48) 

wenn  iii.iii  (lein  ersten  Factor,  dei-  eine  Determinante  zweiten 
(irades  ist.  ebenfalls  synibolisclie  Form  gibt.  Hiernach  können 
die  120  (ilieder  der  Determinante  (4r>)  zu  folgenden  zehn  Pro- 
dukten zusammengezogen  werden : 

J=  i-  1)«^«  («.  h,)  {r,  <J,  r,)  +  (-  1)»+'  («.  h,)  (c,  d,  rj 
+  (-  1)"*^  («.  />,)  (c,  (1,  rj  +  (-  1)"^»  (a,  K)  (c,  il,  c,) 
+  (-ir-'  K  'V)  (c,  d,  e,)  +  (-  1)'-^  K  K)  (c,  (h  r.)   " 
+  (-  1) '-«  K  /vj  (c.  ^/3  ej  +  (-  1)^-^  (a,  h,)  (c,  d,  rj 
+  (-  1)^-^  (aj,,)  (c.  d,  c,)  +  (-  \y  (fl,  &J  (c,  d,  .,). 

Zur  Orientirung  über  die  Bedeutung  dieser  Formen  soll  eine  der- 
selben entwickelt  werden: 

(- 1) '''  K  K)  (c,  d,  .J  =  -  [«3  K  -  «.  h]  [c,  d,  e, 
—  Ct  d,  r,  —  c,  d,  e,  +  r^  d,  i\  +  ^4  d,  e^  -  c,  d^  ej 

=    —    «3   '^5   <'t    d-l   0,    +    «3    h   Cy    (h  ^2     +    «3    ^5   ^2  f^    ^4 

—  «3  h^  c  d,  c,  —  rt,  ?>5  r,  r7,  r,  -f  «3  \  c^  d,  r, 
H-  «5  ^3  ^j  (h  C4  —  «5  '^3  ^1  d*  e^  —  «5  7>3  C2  fZ,  64 

+   «5  ^3  C-l  (h  Ct    +   «5  ^'3  C4  dl   C,    —  «5  ^8  <^A  (h  ^1  • 

Ist  es  unsere  Absicht,  die  nämliche  Determinante  in  solche 
Produkte  zu  verwandeln,  deren  erste  Factoren  Determinanten 
dritten  Grades  sind,  so  muss  die  anfängliche  Zerlegung  der  Indices 
in  folgender  Weise  bewerkstelligt  werden: 

12  3       4  5  14  5       2  8 

12  4       3  5  2  3  4       15 

12  5       3  4  2  3  5       14  (49) 

13  4       2-5  2  4  5       13 
13  5       2  4  3  4  5       12 

Greifen  wir  eine  beliebige  dieser  Formen  heraus,  so  mag  das  ent- 
sprechende Glied  «iikfm-f^nPp  heissen.  Zu  dessen  Vervollstän- 
digung bleibt  uns  nur  noch  übrig,  das  Vorzeichen  zu  bestimmen. 
Hierbei  muss  fest  im  Auge  behalten  werden,  dass  innerhalb  einer 
jeden  der  beiden  Gruppen  die  Indices  in  natürlicher  Folge  stehen, 
also  i<l<m  und  «  <j>  ist.  Nun  mussten  i  nach  und  nach 
um  (i  — 1),  /.•  um  (/.•  — 2)  und  m  um  {m  —  3)  Stellen  aufrücken, 
bis  sie  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  im  Hauptgliede  bis  zu  ihrer 
jetzigen  Stelle  gekommen  waren,  und  da  jeder  Uebergang  von 
einer    Position    zur    nächstfolgenden    einen    Zeichenwechsel    zur 
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Folge  hat,  so  waren  zur  Ableitung  dieses  Gliedes  im  (Ganzen 
i  —  1  +  Zc  —  2  +  m  —  3  Zeichenwechsel  erforderlich ,  so  dass  das 
Vorzeichen  durch  den  Factor  (_  i)i -»  +  "-•■« +  »»-3  geregelt  wird 
und  das  ganze  Glied  jetzt  heisst: 

Wir  haben  hier  das  ganze  Glied  als  Produkt  aus  zwei  Theilen  dar- 
gestellt; werd(Mi  im  zweiten  die  Indices  gewechselt,  so  muss  auch 
das  Vorzeichen  sich  ändern  und  wir  erhalten  das  weitere  (ilied: 

und  fassen  beide  zu  dem  Ausdruck  zusammen : 

(— 1) '-'  +  "-*  +  "'- V/i  6k  Cn,  [^„  Cp  —  r7„  6',.] , 
dem  wir  die  noch  kürzere  Form  geben  können: 

worin  der  zweite  Theil  wieder  eine  Determinante  zweiten  Grades 
bedeutet.  AVird  diese  unverändert  fest  gehalten  und  werden  die 
Indices  des  ersten  Theiles  durch  fortgesetztes  Vertauschen  per- 
mutirt,  so  erhält  man: 

(-  1)--'  +  >'-!'  +  — 3  la,  h,  c„.  -  a,  h,„  cy  +  «„.  h,  Cy 

—  ((,n  6k  Ci    +    rtk  6n,  C;  —  rtk  h;  C,„l     ((7„  ^p)  , 

ein  Ausdruck,  der  wieder  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

(-ir-''''-'^"'-'i(hb.cJ((hc,).  (50) 

Wenden  wir  diese  Formel  auf  die  ganze  unter  (49)  gegebene  Zu- 
sammenstellung an,  so  setzt  sich  die  Determinante  fünften  Grades 
aus  folgenden  Theilen  zusammen: 

J=i-  1)«-«-^"  (a,  h,  c,)  (cl  .J  +  (-  l)»-"^'  («.  h,  cj  ((^3  c,) 
+  (-  l)»-^"^^  (a.  b,  c,)  {(1,  e,)  +  (-  \r'''  («.  b,  cj  (rl,  c,) 
+  (-  1)"^'^^  («.  63  c.)  {<h  ^)  +  (-  1)°^^^^  («.  b,  cj  (d,  .3) 
+  (-  l)'-'^>  («,  63  c,)  {d,  r,)  +  (-  1)^-^'-^  (a,  63  rj  (d,  e,) 
+  (-  1)'"^"^  («.  b,  cj  {d,  .3)  +  (-  l)-^"'^"^  («3  b,  cj  (r/.  c,) . 
Wieder  müssen  wir  uns  darauf  beschränken,  nur  eines  dieser 
Produkte  vollständig  zu  entwickeln,  und  wählen  dazu: 

(-l)-'-M«3^r,)  (f/.  ^-J  = 
\a,  />3  c,  —  ff,  b,  ^3   +  ff,  65  r,  —  ff.,  6,  c,  +   ff,  6,  r.,  —  ff,  63  c,J 
X  [r/,  e,  —d,e,]  = 

o,  63  f,  d,  e,  —  ff,  63  c,  (?,  e.  —  ff,  6,  ^3 '/,  ',   4-   ff,  /'.-,  '■,  '7,  r. 
4-  «3  ^5  '-i  <h  <\  —  «8  ^^8  ''2  (h  Cx  —  «8  ^^  <^i.  f't  ''4   4-   "•,  6,  c,  f/,  c, 

+    «6   '-'2   ^3   f^    ^4    —    «6   ''2    ''•.    ''^    C^     —    «6   '^-l    ^2   f'l    ''4      +      «6   '^3    ('2   <li   'x    • 
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Schliesslich  soll  noch  voninschaiilicht  werden,  wie  die  Schemata 
correspondirender  Detcnninaiitcn  aus  dem  Ilauptschema  zu  ent- 
nehmen sind : 

.     a,  «3     .     a 

.     h,  h,     .     h 

.     i\  (\     .     c 


(I. 


iL 


Die  Schema t^i  von  {a.^  b^  cj  und  ((?,  (\)  treten  hier  deutlich 
genug  hervor.  Es  kann  nicht  schwer  fallen,  diese  Art  der  Zer- 
legung auf  beliebige  Determinanten  zu  übertragen. 


§.  14.    Auflösung  linearer  Gleichungen. 


A  n  w e n  d  u  n g  d  er  D e  t  e r  m i  n  a n  t e n  z  u r  A  u f  I  ö s u  n g 
eines  Systems  von  n  linearen  G  leichungcn  zwischen 
«Unbekannten.   Die  homogenen  linearen  Gleichungen. 

Zur  Entwicklung  der  hier  massgebenden  Formeln  benutzen 
wir  für  den  Anfang  wieder  ein  System  von  drei  Gleichungen 
zwischen  drei  Unbekannten: 


3 


(51) 


«ji  X  ~\-  a,,.,  y  +  «2  3  s 
«31  *■  +  «32  .'/  +  «33  s  =  y. 
Ein  so  geordnetes  System   von  Gleichungen   bestimmt   durch 
seine  Coefticienten  immer  das  Schema  einer  Determinante,  welche 
hier  heisst: 


J  = 


«11 

«12 

a 

«2  1 

«2  2 

a 

«3, 

«3  2 

a 

(52) 


Wird  die  erste  Gleichung  mit  J, i,  die  zweite  m\tA,^i,  ^^ie  dritte 
mit  ^43  1,  d.h.  mit  den  Unterdeterniinanten  der  ersten  Colonne 
von  J  nmltiplicirt ,  so  erhält  man  durch  Addition  derselben  die 
folgende : 

(«11   --in   +   «21   -"^21   +   «31   ^3l)  ^  +   («12   --lll   +  «22    ^-^2  1   +   «32-43,)^ 
+   («13^-111    +    «23^21    +«33   -43,)^=«^!,    -i-   ßÄ,,    +yyl31. 

Nach  früheren  Sätzen  (§.  7  und  §.  9)  ist  aber: 


Auflösung  linearer  Gleicliungen.  45 

rt,3  /l , ,  +  rto,,  .-K,  +  a,3  .la,  =  0, 

SO  (lass  die  ('oefticienten  von  y  und  s  verscliwind(Mi  und  für  die 
einzij^e  zuiückgel)lu'l)ene  Unbekannte  x  der  folgende  Wertli  aus 
der  vereinfailiten  Gleicliun'i  liervorijelit : 


«yi,,   +  ß  A,,  -j-  y  A3, 


«11-^11    "4"    «21   -"4  21    H"     «31-^31 


(53) 


Wie  wir  sehen,  unterscheidet  sich  der  Zähler  nur  dadurch  von 
dem  Nenner,  dass  die  Coefficienten  «,,,  «^j,  «3,  durch  die  Con- 
stanten «,/?,/  vertreten  sind.  Da  nun  der  Nenner  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  ist,  so  muss  auch  der  Zähler  in  Deter- 
minantenform geschrieben  \Yerden  können,  und  zwar  unterscheiden 
sich  Nenner  und  Zähler  nur  durch  die  Elemente  der  ersten  Co- 
lonne,  weil  die  hierzu  gehörigen  Unterdeterminanten  ihnen  gemein- 
schaftlich angehören.     So  schreiben  wir: 


a     a,,  a,3 

ß  «22     «23 

/  «3  2     «3  3 


«11  «12  «13 
«2,  «22  «23 
«3  1     «3  2     «3  3 


(54) 


Um  y  zu  finde]),  kann  man  ebenso  die  Gleichungen  mit  den  Unter- 
detenninanten  der  zweiten  Colonne,  nändich  mit  .1,,,  yl.^^,  A^^ 
multiidiciren  und  dann  addiren.  Hierbei  verschwinden  die  Coefh- 
cienten  von  x  und  ^,  und  man  erhält: 


y  = 


a.1,2  -f-    ß  A^^    H-  y  A^. 


«12  -^*  1  2      I      «22   -^JJ   "l~  «8  2  -"-i 


Der  Nenner  ist  wieder  die  Determinante  der  Coefficienten,  der 
Zähler  ist  dem  Nenner  gleich  bis  auf  die  Elemente  der  zweiten 
Colonne,  in  welcher  die  Constanten  «,  ß.  y  erscheinen.  Uebrigens 
kann  der  Werth  für  y  aus  dem  für  x  auch  dadurch  abgeleitet 
werden,  dass  man  die  Coefticienten  von  y  mit  denen  von  ./•  ver- 
tauscht.    Man  erhält  so: 


4(5 
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y  = 


cc 

<'.. 

('k. 

ß 

«i. 

"..•. 

y 

«8  1 

«8« 

a,„ 

f».. 

''la 

»»» 

rt,, 

a,3 

«.•.s 

«:,. 

«:.« 

«.. 

(< 

"i;. 

«», 

,^ 

"23 

«3  1 

y 

«88 

«.. 

a,. 

".:. 

«2  1 

«2  2 

«2  1. 

^ai 

«.12 

«3  3 

J 


Der  letzte  Quotient    ist  j^eiiau  dei-  oben  jiefiindene  Bruchwertli  in 
anderer  (iestiilt. 

Auch  z  kann  direkt  aus  den  CJleichungen  al)geleitet  werden, 
indem  man  diese  mit  ^,3,  A^^^  A^^  nuiltiplicirt  und  addirt,  wo- 
bei X  und  y  verschwinden.  Einlacher  entsteht  aber  z  aus  dem 
Werth  von  y  dadurch ,  dass  man  die  Cocfhcienten  l)eider  Unbe- 
kannten vertauscht.    Man  findet: 


et 

«12 

ß 

«22 

Y 

«3  2 

«21  «22    ß 
«.,   «5,0    7 


«II     «12      «13 


Beispiel: 


J  = 


^v    = 


3 

0 

5 

9 

—8 

1 

11 

0 

8 

3 

13 

5 

9 

17 

1 

11 

23 

8 

«11     «13     «12 
Cvo]     ^23     "22 

^3  1     ^3  3     "3  2     , 

Sx  -{-  (j  2/  +  ö  z=  13 

9a;  —  8  7/  +      z=  17 

IIa;  +  0.?/  +  8^  =  23 


—  118;     J, 


—  354 ;     ^J^  = 


13 

6 

5 

17 

-8 

1 

23 

0 

8 

3 

6 

13 

9 

—8 

17 

11 

0 

23 

—  590; 


=  472. 


a;  =  -T  =  o;    y  = 


^ jf^ . 


Nach  diesen  Beispielen  w^enden  wir  uns  zur   Entwicklung   einer 
Auflösungsformel  für  n  Gleichungen  zwischen  n  Unbekannten. 


«11-^1     \    «12  ^2   ~r  •  •  •  ~r  «ip  a^p  T"   •  •  •  «in  ^n 

«21     •^\      "T"     «22     ^^2        r      •     •     •     ~r     «2  p    ^l>     "T"     •     •     •     «2n    ^n 


(55) 


Oui    X^     -f-    Cfu2    ^2     ~r     •     •     •       r     «np    ^p       I        •     •     •     Cfnn    ^n  '^n  • 

Zuerst  wird  wieder  die  Determinante  der  Coefficienten  hergestellt; 
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z/  = 


«n    «u    •    •    ■    •    «ip    ....    (Im 

«2  1     «2,     ....     «.,, «2n 


(5G) 


a„i  rt„2  ....  a„p  ....  «„„ 

Soll  nun  der  Werth  von  Xp  gefunden  werden,  so  entnimmt 
man  dem  vorstehenden  Schema  die  Unterdeterminanten  der  Co- 
lonne  ^),  multiplicirt  mit  ..-li,,  die  erste,  mit  A^^  die  zweite  u.  s.  w. 
und  endlich  mit  A„p  die  letzte  Gleichung  und  addirt  das  ganze 
System.     Man  erhält: 

+  (a.^ylip  -f  «2,^2^  +  .  .  .  .  -f-  rt,..,yl,.,.)  r, 
-h  (a,p  ^1,,  +  a2,,yl,.„  +  ....  +  «„|,.ln,,)  ^p 
+  («in^-lip  -f-   «in^-läp  -f   .  .  .  .   +  a„„^„p)  a:„ 

=       («1    ^ip     +       «2^2p     +     .     .     .     .     -f       «u^np). 

Da  nun  die  Coefticienten  der  einzelnen  Unbekannten  aus  Produkten 
zusammengesetzt  sind ,  die  entstehen ,  wenn  man  in  (56)  die  Ele- 
mente der  einzelnen  Colonnen  mit  den  Unterdeterminanten  multi- 
plicirt. die  zur  Colonne  ;;  gehören ,  so  müssen  sie  alle  verschwin- 
den bis  auf  den  einzigen,  in  welchem  die  Elemente  der  Colomie  p 
mit  ihren  eignen  Unterdeterminanten  multiplicirt  sind.  Es  ist 
dies  der  Coefficient  von  Xp,  und  man  findet: 

^    .^  C^l      .^ip     -f     «2      ^2p     -f     .     .     .     .     +     C^n       .^np  ^  /-^. 

ö^lp   -4ip    -f-     öjp   -42p     -t"     .     .     .     .     -|-    «np    ^np 

Von  dem  Nenner  wissen  wir,  dass  er  den  Werth  der  Determinante 
aus  den  Coefticienten  vorstellt.  Der  Zähler  hat  die  Unterdeter- 
minanten ^ip,  A^i^,  .  .  .  yl„p  mit  dem  Nenner  gemein  und  weicht 
von  diesem  nur  dadurch  ab,  dass  die  Constanten  a^ ,  «^ ,«,...  «„ 


an    die    Stelle    von    «ip,    « 


ipi 


'3p 


getreten   sind.     Wir 


ktinnen  desshalb  der  Lösung  von  x,,  folgende  Form  geben 


X II   "^^ 


«1 


«,    Ol 


«,      (1-2. 


«nl     «n« 


«II,  p  — 1       *'u     «II,   p  +  1 


«in 
«2n 

«un 


«,,  a,2 


«,,      «., 


«Ill       «Mi 


öl,  p— 1      öfip«i,  p+1      ....     «In 
«Z,  p  — 1      «Sp  «2,  p  +  I       ....     «2d 

«II.  p       1  «llp«ll,    p  +  1         ....       (i|iM 


(58) 


48  Auflösimg  linearer  Gleichungen. 

Dor  Wcrtli  einer  Unbekannten  in  einem  nach 
Schema  (öf))  geordneten  Systeme  von  Gleichungen 
ersten  Grades  ist  gleich  einem  Quotienten,  dessen 
Nenner  die  Determinante  aus  den  Coeffic  ien  t  en  des 
Systems  ist,  und  dessen  Ziililer  aus  dem  Nenner  da- 
d  u  r  (•  h  h  e  r  v  o  r  g  c  h  t ,  d  a  s  s  m  a  n  i  n  d  e  m  Sehe  m  a  d  e  s  s  e  I  b  e  n 
an  d  ie  Stel  le  der  Coefficienten,  welche  der  gesuchten 
U  n  b  e  k  a  n  n  t  e  n  a  n  g  e  h  ö  r  e  n ,  die  C  o  n  s  t  a  n  t  e  n  u  d  e  r  r  e  c  h  - 
ten  Seite  setzt. 

Die  homogenen  linearen  (ileichungen.  Das  System  (55) 
wird  homogen,  wenn  die  Constanten  «  verschwinden,  d.  h.  a^  =^  0, 

«j,  =  0 «„  =  0  wird.    Man  hat  dann: 

«11  a:,   +  a,j  j?j  + f  a,„  x„  =  0 

«2  1     "^1        r     «Ki     ^'2      ~r r     «2n    '^n    ^^^     " 

Opi  a'i  4-  rt,.2  .Tj    + +  a„n  :rn  ==  0 

«nl     a-,      +     Uni    .X'o      + +     «nn    X„     =     0. 

Ein  System  von  n  homogenen  Gleichungen  zwischen  eben  so  vielen 
Unbekannten  zeigt  gewisse  Eigenthümlichkeiten ,  die  hier  hervor- 
gehoben werden  sollen.  Es  sei  w, ,  m^ ,  m^  ....  m„  ein  System 
von  Werthen,  welche  die  n  homogenen  Gleichungen  befriedigen. 
Multipliciren  wir  diese  Lösungen  mit  dem  beliebig  gewählten  Factor 
l,  so  entstehen  neue  Werthe  Awi,  'j'.m^,  Im^  ....  A;«„,  die 
unzählig  viele  verschiedene  Werthsysteme  vorstellen,  je  nach  der 
Wahl  des  Werthes  /..  Es  kann  nun  nachgewiesen  werden,  dass 
jedes  dieser  Werthsysteme  das  System  von  homogenen  Gleichungen 
befriedigen  muss,  sobald  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  das  erste 

System    w?,,   m^ >«„  den    Gleichungen   Genüge   leistet. 

Nehmen  wir  z.B.  die  ^A^  Gleichung  heraus,  so  muss  der  Voraus- 
setzung gemäss 

öpi  w?i  +  ap2  nh  +  ap3  nh  + f  «p..  >»,.  =  0 

sein.    Ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  auch 

«pl     ^"Wii     -f-     «p2    ^->«2     +     «p3    ^«^^3     + +     «pn     ^>«n    =     0. 

W^ie  diese  eine,  so  werden  unter  der  bekannten  Voraussetzung  auch 
alle  übrigen  Gleichungen  durch  das  abgeleitete  System  befriedigt, 
was  zu  beweisen  war.  Wir  müssen  es  mithin  als  eine  Eigenthüm- 
lichkeit  homogener  Gleichungen  ansehen,  dass  ein  System  von  n 
Gleichungen  zwischen  n  Unbekannten  nicht,  wie  es  bei  nicht  ho- 
mogenen Gleichungen  der  Fall  ist,  durch  nur  ein  einziges,  sondern 
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(IuitIi  unzälilig  viele  Werthsysteme  befriedigt  werden  kann,  deren 
Jedes  aus  einem  unter  ihnen  dadurch  nach  und  nach  hervorgeht, 
dass  man  dessen  Werthe  säinintlich  mit  einem  gewissen  Factor  Ä 
nuiltiplicirt. 

Diese  Unbestinnntheit  hinsichtlich  der  Lösungen  eines  homo- 
genen Systems  wird  dadurch  wieder  i)eseitigt,  dass  wir  durch  eine 
der  Unbekannten  alle  übrigen  dividiren.    Ist  nämlich: 

so  ist: 

a:„~m„'     a;„~~m„'     a;„  ~  m„ '  '  "  "  '    a;„         in„   ' 

und  wir  erkennen  daraus,  dass  das  Verhältniss  der  Unbekannten 
zu  einer  von  ihnen  nicht  mehr  von  Ä  abhängt. 

Dieser  Umstand  veranlasst  uns,  das  vorgelegte  homogene 
System  in  ein  nicht  mehr  homogenes  umzuwandeln ,  indem  wir 
alle  Unbekannten  und  damit  auch  die  Gleichungen  mit  einer  von 
ihnen  dividiren  und  diese  Quotienten  als  die  Unbekannten  des 
nicht  mehr  homogenen  Systems  ansehen.  Dividiren  wir  alle  (Jlei- 
chungen  durch  a„  und  setzen  wir  dann: 

X,  X,t  X,  Xn  — 1  /n/W 

-'-  =  ^-j ;     -^  =  ^', ;       '  =  ^-3 :  .  .  .  . =  ^„_i ,         (00) 

so  werden  wir  erhalten : 

a^,  2^  +  a,2  ^2  +....+  a,,  „_,  ^„..i  +  «m  =  ^ 


«21    'S',    +   «2S    ■2^2    +      •      .     •     •      +    «2.    u-1     'S"..-!    +   «2..   =  0 


(Gl) 


rt„,   .J-,   +  rt„2   ^.,   -f      .     .     .     .      +   a„,  „_,    ^„_,    +  «nn  =  0. 

Hierbei  darf  jedoch  die  Thatsache  nicht  übersehen  wcr(hMi.  dass 
dieses  System  nur  (n—  1)  Unbekannten,  mithin  eine  weniger  als 
Gleichungen  enthält.  Weil  nun  diese  Transi'ormatiun  auch  in  um- 
gekehrter Weise  ausführbar  ist,  da  man  ja  die  z  in  Quotienten 
der  X,  wie  ol)en,  umsetzen  und  dann  die  Gleichungen  mit  ./„  nud- 
tipliciren  kann,  so  ist  der  nachfolgende  Satz  gerechtfertigt:  Ein 
homogenes  System  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  n  Unbe- 
kannten kann  immer  in  ein  nicht  homogenes  System  von  n  Glei- 
chungen zwischen  imr  («— 1)  Unbekannten  umgewandelt  werden? 
und  umgekehrt.  Unter  Berücksichtigung  der  Relationen  (Oo) 
können  beide  Systeme  einander  vertreten. 

Der  Umstand,  dass  das  System  (Gl)  eine  Unbekaimte  weniger 
als  (ileichungen  enthält,  führt  uns  zu  einer  Untersuchung  zurück, 

4 


50 
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mit  der  wir  die  Dotonninantonlolire  eingeleitet  haben.  In  §.  4 
wurde  nämlich  an  einzelnen  Beispielen  ni\chj2ewiesen ,  dass  drei 
(ileichunj^en  zwischen  zwei,  oder  vier  Gleichungen  zwischen  drei 
rnbekannten  nur  dann  durch  das  nämliche  System  von  Lösungen 
lu'iViedigt  werden  können,  wenn  die  Determinante  ihrer  Coefticien- 
ten  verschwindet.  Die  Gleichungen  (lil)  stellen  uns  wieder  vor 
diese  Aufgabe .  nur  in  allgemeiner  Form ,  indem  wir  es  hier  mit 
(n — 1)  Unliekannten  und  n  (ileichungen  zu  thun  haben.  Doch 
soll  abermals  von  einem  besonderen  Falle  ausgegangen  werden: 

11  1  ~i  12        2        I  ^13  ^Q        I  ^M  4  4 

«2  1  '''l  ~r  «2  2    '^2       1~  «2  8  -^a       r  «2  4  "^4  ^^^^   ^ 

«3  1  "^1        I  «3  2    ''^a       r  «8  8  "^3        I  «3  4  ^4               '^ 

«4  1  ^i  +  «42    ^2  +  «43  *'3  +  «.4  ^4  =    ^• 


(02) 

=  ^3 ,    so    gehen    diese    Glei- 


Setzcn   wir  -  =  ^t  '■,  -==  ^2'i 

Ji'^  **'4  ^^4 

chungen  über  in : 

«11    ^1  +     «12    ^2    -H    «13    ^3    +    «14    =   <> 

«2  1    ^l  T~    «2  2    '^2     "T    «2  3    '^3     ">"    «2  4     ^^^    ^ 

«3  1    ^1  +    «3  2    ^2     +     «3  3    ^3     +    «34    =    0  (^>-'^) 

«41    ^1  +    «42    ^2    +    «43    ^3     4"    «4  4     =    0. 

Als  Determinante  des  ganzen  Systems  haben  wir  zu  setzen: 


"■21         "^22         "'23         "^24  r^  .  , 


«11 

«12 

«13 

« 

«21 

«22 

«2  3 

a. 

«31 

«32 

«33 

ü; 

«.. 

«., 

«., 

«. 

und  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  finden  wir  folgende  Lösungen : 


^,  = 


—  «14 

«12 

«13 

—«2  4 

«22 

«23 

—«3  4 

«3  2 

«3  8 

«11 

«12 

«13 

«2  1 

«22 

«23 

«3  1 

«3  2 

«3  3 

«12 

«13 

«14 



«22 

«23 

«24 

«3  2 

«33 

«34 

-^44 


^44 


^„    = 


«11 

—«14 

«13 

«2  1 

—«2  4 

«23 

«3  1 

—«3  4 

«88 

«11 

«13 

«14 

«2  1 

«23 

«24 

«3  1 

«3  8 

«34 

•^44 


-^44 


^42 
^44 
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Z.  — 


«12  —«1 

(«2  2  Cvo 

^3  2  ^3 


ÖJl 

«12 

«14 

— 

«2  1 

«2  2 

«24 

«3  1 

«3  2 

«34 

^44 


^4 


Es  ist  also: 


^      __    -^42   .         ^3 
-^4  4  X^ 


z.  = 


__'^4g 
^44 


0(1  or 


Ä^j  .  Ä",  .  .2.3  .  X4       ^£4  j  .  ^■1 4  5  .  >'i  4 3  .  ^ ^  ^  . 

Werdoii   nun   die  gefundenen  Lösungen  s  in  die  vierte  riloichung 
substituirt,  so  gewinnt  man  die  folgende  Relation: 


a4iT^  +  «42V^  +  a4 
-'I44  -''^44 


+  a^^  —  0,  oder: 


«4.    ^-141  +«42    ^142    +«43    ^-143    +   «44^44    =0, 

und  da  die  linke  Seite  den  Werth  der  Coefficientendeterminante 
(04)  vorstellt,  so  wird  die  vierte  Gleichung  nur  dann  durch  die 
aus  den  drei  ersten  hervorgegangenen  Lösungen  befriedigt,  wenn 
die  Determinante  der  Coefticienten  verschwindet. 

Dieser  wichtige  Satz  soll  auch  allgemein  bewiesen  werden. 
Wir  bedienen  uns  dazu  des  Systems  (Gl),  welches  n  (Jleichungen 
zwischen  (w  —  1)  Unbekannten  enthält,  und  dessen  Coefticienten- 
ileterminante  in  (56)  aufgestellt  wurde.  Werden  die  Gleichungen 
der  Reihe  nach  mit  Am,  yUn,  A^^^  ....  yl„„  multiplicirt  und 
dann  addirt,  so  entsteht  die  Summe: 


+         («,2        ylln     -f-        «2 

4-     (a,3     ^,„  -I-     a., 


^2n     + +        «nl        ^nn)    Z^ 

A^n     ~r T"         «n2        Ann)    Z^ 

Ain     + +         «„3        ^nn)    Z^ 


+     (öi,„_,yl,„     +    02.„_,  /l2n     + +     «„.„_,  ^„J    Zn-x 

+         (fl.n         A,n     +         «2n        ^1 2  „      + +         «„„        ^„„)  =  0. 

Nun  sind  die  sämmtlichen  Coefhcienten  der  Unbekannten  nach 
>;.  10  gleich  Null,  und  daraus  folgt,  dass  auch  das  constante  Glied 
«in  ^in  +  «2«  A^n  •  •  •  +  «nn  -^ n n  oder  dlc  Detcrminaute  der 
Coefticienten  verschwinden  muss.  Hiernach  kann  ein  nicht 
homogenes  System  von  n  linearen  Gleichungen  zwi- 
schen (w — 1)  Unbekannten  und  von  der  f'orm  ((il),  oder 
in  homogenes  System  von  ;a  (Gleichungen  zwischen  n 

4* 
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Unbekannten  und  von  der  Form  (Pag.  48)  nur  dann 
durch  das  nämliche  System  von  Werthen  befriedigt 
werden,  wenn  im  ersteren  die  Determinanten  der 
Coeff  icien  t  en  und  Constanten,  im  let/tercii  die  De- 
t  e  r  m  i  n  a  n  t  e  der  l'  o  e  ff  i  c  i  e  n  t  e  n  v  e r s  c  h  w  ludet. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  undadiren  und  hcisst  dann  so: 
\V  e  n  n  e  i  n  e  D  e  t  e  r  m  i  n  a  n  t  e  v  o  m  «'':,"  ( i  r  a  d  e  v  e  r  .s  c  h  w  i  n  d  e  t , 
s  0  k  a  n  n  a  u  s  i  h  r  e  n  K 1  e  m  e  n  t  e  n  e  i  n  S  y  s  t  e  m  von  n  nicht 
homogenen  linearen  (J 1  eich un gen  /wischen  (w—l)  Un- 
bekannten, oder  von  n  liomogenen  G  leichun gen  zwi- 
schen n  Unbekannten  aufgestellt  w  erden,  welche  ii 
das  nämliche  System  von  Lösungen  genügt.  Denkt  man 
sich  nändich  aus  den  (n  —  l)  er.sten  Keihen  der  Determinante  (50) 
(ti  —  1)  (ileiclmngen  zwischen  dem  Unbekannten  ^,,  s;^  bis  .ä^„_,  an- 
gesetzt, so  findet  man  deren  Lösungen  unter  der  Form : 

^     -''Inl  .      „     ■''ln2  .  -4n,  n—l 

■2^11-1 


"l  J  '      "2  A  ,       .       .       .       .      ^'„-l  t  ' 

^nn  ^nn  -"l  n  n 

worin  die  Unterdeterminanten  aus  (.50)  stammen.  Werden  nun 
auch  noch  die  Elemente  der  letzten  Reihe  zur  Aufstellung  einer 
weiteren  Gleichung: 

benutzt,  so  ist  zu  beweisen,  dass  die  gefundenen  Lösungen  z  auch 
diese  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  befriedigen ,  dass  die 
Determinante  (56)  gleich  Null  ist.  Zu  dem  Zweck  substituiren 
wir  die  z  in  die  letzte  Gleichung  und  finden  die  Bedingung: 

-'^nl      I  -^n2     I  r  -^n.  n—l       I  r\ 

«nl  "1 h    «nj-j V +   «n,  „-1  — i V   '^nn  =  0. 

-^nn  -Inn  -^iin 

Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  J=0  ist;  denn  in  der 
That  ist  ja  nach  der  ^'oraussetzung: 

J  =  a„iAr,i  -j-  a„2-4„2  +  .  .  .  .  -f  rt„„  y4„n  =  0. 

Im  Anschluss  an  diese  Sätze  kann  die  Auflösungsformel  für 
ein  nicht  homogenes  System  von  (n—l)  Gleichungen  zwischen  eben 
so  vielen  Unbekannten  in  anderer  Art,  als  dies  ol)en  geschah,  ent- 
wickelt werden.    Es  möge  das  folgende  System  gegeben  sein: 

a,,  x^  -f-    a,2  x^  t  .  .  .  .  -\-    Oi.n-i  a:„_i  +    rti„    =0 

«21     ^1    +       «22     ^2    +    .     .     •     .    +       «2,„-l     a:„_i   +       rt2„       =0 

(64) 
«n-i.ia;,  -f  Un-uiXi  +....+  «n_,,„_i  j:„_i  +  «„_,,„  =  0, 
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worin  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  Gleiclumgen  die  nämliche 
ist.  Wir  fügen  diesen  {n  —  1)  (ileichungen  noch  eine  weitere 
zwischen  den  nämlichen  Unbekannten,  jedoch  mit  vor  der  Hand 
noch  unbestimmten  Coefficienten  hinzu: 

und  haben  jetzt  eine  Gleichung  mehr  als  Unbekannte.  Sollen 
die  r.ösungen  des  Systems  (64)  auch  die  Gleichung  (65)  erfüllen, 
so  dürfen  deren  Coefficienten  nicht  mehr  ganz  beliebig,  sondern 
sie  müssen  so  gewählt  sein .  dass  die  Determinante  der  n  (Glei- 
chungen ((U)  und  (65)  verschwindet,  oder  dass 

rtn,^4„,     +     a„o   J„,     + +     «„n.l„n  =   0.  (66) 

In  dieser  (rleichung  sind  die  Unterdeterniinanten  aus  den  Coii- 
stanten    der    Gleichungen    (64j    zusammengesetzt,    also    gegebene 

(Jrössen.    während  dagegen  die  Coefficienten  a„i,   a„.> (/„„ 

noch  unbestimmt  angenommen  wurden.  Da  sie  aber  nur  der  ein- 
zigen Bedingung  (dU)  entsprechen  müssen,  so  können  sie,  mit  Aus- 
nahme eines  einzigen,  beliebig  gewählt  werden.  Wir  dürfen  mit- 
hin (Im,  «„,,  a„3  .  .  .  .  «„.„_i  als  willkürliche  und  nur  a„„  als 
abhängige  Grössen  ansehen.  Wird  die  Uedingungsgleichung  (66j 
durch  A„n  dividirt  und  dann  von  (65)  abgezogen,  so  entsteht: 


+ 


' -'K'~^"4'f)  =  *'- 


Da  die  Werthe  «„,,  a,,^  ....  «„,„_,  willkürlich  sind,  so  kann 
diese  Gleichung  mir  dadurch  erfüllt  werden ,  dass  alle  zweiten 
Factoren  verschwinden,  d.  h.,  dass  die  x  .so  gewählt  werden .  dass 

T,  -  ^^  =0:  X.,  -  4- =0;  X,  -  ^^^  =  0:  .  .  .  x„.,  -  firipr«  =o. 

Daraus  ergeben  sich  für  die  Unbekannten  folgende  Werthe: 

-'■Inl  .  -^"J-n'i  .  _li'  •  -in,   n— 1  ^        ( fil  \ 

A„„  A„„  A„„  A„„ 

Die  Unterdeterminanten,  deren  Quotienten  diese  Lösungen  bilden, 
können  sämmtlich  aus  den  Gleichungen  (64)  berechnet  werden, 
weil  die.selben  von  den  Coefficienten  der  (Jleichung  (6.'))  nicht  ab- 
hängen. Will  man  sich  überzeugen,  dass  diese  Lösungen  mit 
denen  unter  (58)  übereinstimmen,  so  muss  man  dort  die  (Glei- 
chungen auf  Null  bringen  und  die  «  zur  letzten  Colonne  trans- 
formiren. 
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Setzt  nun»  in  düii  CJk'i(.liun«;i'n  (()4)  an  die  Stelle  von  x^  wie- 
der ^i :  if„ ,  so  jieht  das  System  in  ein  homogenes  über ,  welches 
heisst : 

«,,   ;:,   4-      «,,    ~~ ,   4- +      ü-2.    -„  =  <>       (<i8) 

a„_,.  ,-r,   -f  «.,_,. s^'.,    ~f- +    a„_,,„^- ,.  =  (). 

Wie  uns  die  (ileichnngen  (07)  /eigen,  verhalten  sich  die  r  wie 
die  Unterdeterminanten  der  letzten  Reihe  der  Determinante  «'■■■" 
(Jrades,  die  entsteht,  wenn  man  den  (n — 1)  Reihen  der  gegebenen 
Cileichnngen  noch  eine  weitere  als  n*"  Reihe  zufügt.  Dieselbe 
heisst  alsdann : 


".2 


«, 


ttn— 1,  1   ft|i-l. 


•    f*n— 1,1) 


Werden  die  zur  letzten  Reihe  gehörigen  Unterdeterminanten  durch 
-1.11,  -inj,  .  •  •  •  ÄuM  bezeichnet,  so  ergeben  sich  die  folgenden 
Verhältnisse : 

''l    •   "^2    •   '^3     •     •     •     •     *    '*'n    ^^^^  -^'Inl    •    -'■Ana    •    -'■InS    •     •     •     •     •    -4nn- 

Für  die  beiden  Gleichungen: 

«U    ■^    +    «12   y    +    «13   ^  =   0;       «21    X    +    «22  !/    +    «23    ^  ="   ^^1 

erhalten  wir  die  Determinante: 


«u 

«12 

«1 

«21 

«2  2 

«2 

C'i. 

"•.., 

a. 

und  die  Verhältnisse: 

x:y:2  =  (a,,  «„  —  a^,  «,3 ) :  (— a,,  «,3  -f  «,3  a,  J  :  (a,,  a,^  --  a,,  a^,). 

Beispiel.     Sollen  die  drei  Gleichungen:    x -\-  y  -\-  2  — '6  =  i)\ 
2a;  +  4?/+8^— 13  =  0;     3a;+9?/+ 27^  —  34  =  0 
aufgelöst   werden,    so   nehmen    wir   die   vierte   Gleichung   a^^  x 
+  «4  2,^  +  «43^  +  «44  =0  hinzu   und   setzen   folgende    Deter- 
minante an : 

111-3 

2  4      8  —13 

3  9     27  —34 
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Die    entsprechenden    Unterdetcrniinanten    sind:     .4^, 
.4^2  =  18;  A^.j  =  8;  ^4^^  =  12.    und  daraus  linden  wir: 


=   10; 


-^4  1    "-*  "'- 4  2   " 


-^43 
^^44 


§.  15.    Produkt  zweier  Determinanten. 

Das  Produkt  aus  zwei  Determinanten  von  gleichem 
Grade,  wenn  dieselben  in  Schema  tisch  er  Form  ge- 
geben sind,   wieder  durch  eine  solche  auszudrücken. 

Bei  der  .\bleitung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Formeln 
gehen  wir  in  umgekehrter  Weise  zu  Werke,  als  die  gestellte  Auf- 
gabe es  verlangt,  indem  wir  eine  nach  bestimmten  Regeln  zu- 
sammengesetzte Determinante  als  ein  Produkt  ansehen  und  in 
Factoren  zerlegen.  Zur  Herstellung  einer  solchen  dienen  uns 
wieder  die  beiden  Gleichungen : 


(69) 


die  wir  zunächst  in  der  Weise  transformiren,  dass  wir  setzen 


X  =  «,  i'  +  «^  7; 


wodurch  wir  erhalten : 


(a,    «,     +    «j   /?i)  I    -+     (rt,    «2     +    «2  /^z)  *?    =    "' 

{h^  «,  -f  h^ß,)^  ^  (b,  «,  +  h,  ßj  /;  =  n. 


(70) 


(71) 


Dass  die  Lösungen  von  (71)  durch  Vermittlung  von  (70)  solche 
Werthe  für  ./;  und  y  bestimmen,  welche  audi  (6!i)  befriedigen, 
kommt  hier  nicht  in  Betracht;  dagegen  unterziehen  wir  die  Deter- 
minanten aus  den  Coefficienten  dieser  drei  Systeme  einer  weiteren 
Untersuchung.     Sie  heissen: 


A  = 


«1     «j 


ß  = 


ü  = 


1  2 

(a,  «,   +  rt,  ß, ) 

iK  «I   +   Kß^) 


1  2 

(a,  ii,   -\-  (/,  ßi) 

(^«2   +   Kß.) 


Nach  den  Formeln  in  ^.11  zerfallt  C  zuerst  in  die  folgenden 
zwei  Theile: 


Produkt  zweier  Doterminanten. 


1 

1                 2 

a,  «, 

(«.  «,  +  n.,ß^) 

h  «. 

ih  «.  f  K  ß.) 

2 

1                 2 

«.Ä 

(",  '■^■.   +   «2  1^2) 

hil 

(/>.''.    +    ^/^J 

-^.  (1  +  a)  — 


A«.  (1  +  2)  — 


Duicli  /iM'k'guii.u  (Um-  zwoiten  Colonnc   zerfällt  jode   dieser  beiden 
Deteniiiiianten   wieder   in  zwei,   und  zwar  -V,  ,,+.,  in  J^^    +   .7,,^, 
luul  -/.,  ,1+2)  in  -^21  "I"  --'-i '  ^^''"'^  ^^^'■ 
1  1 


Weiter  ist  nun: 


2  1 

(<,  ß^       a^  t(.,   I 
^2  ßi       ^1  ''2    I ' 


J...  = 


J..,  = 


1 

2 

a,  t^, 

«2  ßi 

/>,  «, 

b,ß. 

2 

2 

a,  ßr 

«2/^2 

K  ß. 

Kß. 

a, 

a, 

J,i 

— 

t< 

t^., 

1 1 

?>. 

b. 

a, 

«., 

-/,. 

=  - 

—  «0 

Ä 

1 

2 

j  1 

^ 

'>2 

0; 

-J..=- 

«.  ß. 

«1 

«2 
6, 

A. 

=  ß.ßi 

«2     ». 

^^2       ^ 

=  0. 

Da  C  gleich  der  Summe  dieser  vier  Determinanten  ist,   so  dürfen 
wir  setzen: 

C  =  {a,ß,-u,ß,)X 

oder  C  =  Ax B.   Geben  wir  dieser  Relation  die  geeignete  Form, 
so  heisst  sie: 


«1 

«2 

«1      «2 

X 

a^  «2 

^ 

K 

/?.      /^2 

^1       ^2 

(73) 


a,  h,     '\ß,  ß. 
Werden  in  dem  System: 

1  1        ~1  2         2  1*      ^^3    "^'3    "^ 

&,  a?,    +  b.,  x^  +  />3  a;,  =  n 

1        1         1         ^2       2  "■  3       3    '~~~  -i 

ähnliche  Substitutionen  vollzogen,  indem  man  setzt 

a-,      =     ß,    ^,         4-  ß,    ^2       -f       ßg    53 

^'2  ^  ;:?,  ^,     -f  /?2  ^2    +    /^3  •^3 


(72) 


(74) 
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SO  erhält  man  folgende  neue  Gleichungen: 

(«,  «,  +  «2  ßi  +  «3  ^1)^1  +  («1  «2  +  «2 1%  +  «3  y-i)  ^2 

+  (a,  «3  +  «2  /^3  +  «3  '/a)  ^3  =  w*. 
(6.  «,  +  &,  ;9.  +  h,  y,)z,  +  (//.  u.,  +  /;, ,:?,  +  ^,3  y^)z, 

+   ('>,  «:,    +   l>2  ßs   +    /'a  73)  -~3   =  W-  ^"^Ö) 

(c,  a,  +  c,  /?,  +  C3  /,)  ^,  +  (c,  «,  +  c,  ß.,  +  C3  7J  i-,, 

+    C^l   «3    +    ^2  /^3     +    ^3   /'3  •  ^3    =   7'- 

Folgende  drei  Determinanten  entsprechen  diesen  Systemen: 

a^     a.,     rtj  I  !  tf,     a,     a^  j 

A=     K     h]     63  j;        i;  =  j  ;?.     ;(     /?3    ; 

^1        ^2       ^3    I  I    ?'i        /'a       /'s 

12  3  12  3  12  3 

'  (a,  «j  +  «2  Ä  -f  «3  /.)•  («.  «2  +  «2  /^2  +  «3  7-i\  («I  «3  -r  «2  ßz  +  «3  '/s) 
C  =  i  (6, «,  -f  h^  ß,  +  ?>3 ;/. ),  (b,  a,  4-  &,,  ß^  +  ^3  7,),  (&,  «3  4-  h,  ß,  +  h,y,) 

I  (c,  «.  -h  f2  ßi  f  ^3  /'.)'   (^.  «2  +  ^2  A  4-  c,  y,\  (c,  «3  +  c,  ß,  +  r,  73) 

Die  Colonnen  von  C  sind  dreitheilig.  Wird  zunächst  nur  die  erste 
Colonne  in  iliie  Theile  zerlegt,  indem  man  die  beiden  anderen 
unverändert  beibehält,  so  zerfällt  C  in  drei  Theile,  die  symbolisch 
so  bezeichnet  werden  können: 

C  =^  ^l,a+2-l-a),  11+2+3)   +  -^2,1 1+2+3),  (1+2+3)  "f"  ^3,  (l+-J+3),(t+2+3)  • 

Zur  Erläuterung  lassen  wir  das  Schema  eines  von  diesen  Symbolen 
folgen: 

11  2  3  1  2  3 

I  «I  «1,  («1  «2  +  «2  ß2  +  «3  72  )l   ^«1  «3  +  «2  ßs  +  «3  ^3) 
^I ,  ( I  +2+3U I  +2+3 ,  =   j  61  «1,  (bi  «,  4-  ^  /?2  i-  ^3  7-1  h  (^I  «3  +  f'2  ßi  +  ^3  /a  ) 

Ci  «1,  (c,  «.^  +  C3  /?,  +  C3  7, ),  (c,  «3  4-  c,  /^3  +  C3  7, ) 

Diese  und  die  beiden  andeien  Determinanten  zerfallen  durch  Zer- 
legung nach  den  Tiicilen  der  zweiten  Colonne  wieder  in  je  drei 
Determinanten,  die  wir  so  bezeichnen  müssen : 

^1.(1+2+3),  a+2+3)  =  ^1,1,(1+2+3)  -f"  z:/|,2,(l+2  +  :!)  4"  ^1,  3,  (1 +2+3)  . 
^2,(1+2+3),  (1+2+31  =  ^2,1,1:1+24.3)  4"  -^2,2,(1+2+31  4"  ^2,  3,  (1 +.2+31  • 
^3,(1+2+31,(1+2  +  3)  =   .<:/;!,  1,1  1  +  2+3)   -f"   -/j,  2,  (1+2  +  31   "h    .^3,3,0+2+3"). 

Jede  dieser  neun  Determinanten  ist  zusammengesetzt  aus  einem 
Theil  der  ersten,  einem  Theil  der  zweiten  und  der  ganzen  dritten 
Colonne,  wie  beispielsweise  die  folgende: 
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l'rodukt  zweiter  Üetorminanten. 


J 


,<,i,(i+2+:») 


3            1               1^-2  +  3 

«3  /'.  ,  «.  «.,  ,  («.  «a    +    ".,  /^3  +  «3  J'a) 

^;'.  .  /'.«.,  (/>.    «3      +      ^.Ä  +  '>3/'3) 

Cs    /'i  •  '".    «..   ,  ('•.    «3       +       ^    ß-S  +  ^3    /s) 


Wird  nach  iloiiselben  Principien  abeniials  in  jeder  von  diesen  nenn 
Determinanten  die  dritte  Colonne  zerlegt,  so  zertlillt  jede  wieder 
in  drei,  die  ganze  Determinante  C  mithin  in  27  einfache  Deter- 
minanten, die  wir  hier  folgen  lassen: 

-/|.i,(i  +  :i-l-n)  =  Ju\  +  J\vi  -4-  Ju;\ 

-/i,-.',(l+j+:ti  =  Jm  +  -^122  H-  ^12:5 

-'i,;i,(i+2+:v.  =  J\:\\  -\-  JyA->  -\-  Jy.a 

-/.',!,  a+'-i+:<>  =  -^-iii  +  -^212  +  Jivi 

•^2,2,(1-1-2+3)  =  ^221  +  '^■222,  -}"  ^223 

^^2, 3,  (1+2+3)  =  /i(>3l  +  ^4^232  +  -^233 

^3,1,(1+2+21  =  J-iU  +  -^312  -j-  "/313 

-/s,  2,  (1+2+3)  =  J'ill  +  -^322  -}-  ^323 

-J3, 3,(1+2+31  =  -^3!  -f-  ^332  "f-  ^333  • 

Es  kann  keine  Schwierigkeiten  bieten,  die  Schemata,  welche  diesen 
Symbolen  entsprechen,  aus  dem  Schema  von  C  zu  entnehmen,  in- 
dem die  drei  Indices  diejenigen  Theile  der  drei  Colonnen  genau 
bezeichnen,  welche  in  jedem  Aufnahme  finden  sollen.    So  ist  z.  B. : 


J...  = 


J. 


1  1  1 

1  2  3 

^1    «1  t'2  /^2  (-3   73 

u.  s.  w. 


1  2  1 

«1    «.  «2  /^2  «1    «3 

^1    «.  ^^2   /^2  ^\    «3 

Cl    «.  ('2   /^2  fl    «3 

2  1                      3 
«2  ßl  »l    «2  "3  ^3 
h  ßx  h    «2  ^'•3   73 
^2  Ä  ^1    «2  ^3   73 


Jedes  Element  dieser  Determinanten  ist  das  Produkt  aus  zwei 
anderen  Elementen,  von  denen  das  eine  aus  A,  das  andere  aus  B 
stammt.  Ebenso  übersieht  man  sofort,  dass  in  den  einzelnen  Co- 
lonnen die  «,  /?,  ;'  als  gemeinschaftliche  Eactoren  auftreten  und 
ausgeschieden  werden  können.  Geschieht  dies,  so  verschwinden 
alle,  in  deren  Symbol  zwei  oder  gar  drei  gleiche  Indices  vorkom- 
men, weil  dann  nach  Abscheidung  der  gemeinsamen  Factoren  zwei 
oder  drei  Colonnen  gleich  werden  müssen.    So  ist  z.  B. : 
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J. 


«i  ß->  ßs 


a,  rtj   a, 
h,    h„    L 


^'  1      -^333  /l    /'i  /: 


«3     «3      «3     I 

K  K  &3  I  =  0. 

C,     f,     f. 


I     <",       ^i       ^2     I  I     ^3 

Hiernach  bleiben  nur  diejenigen  sechs  Determinanten  zurück,  deren 
Indices  alle  verschieden  sind,  und  welche  hcissen: 


«.    «. 

«2/^2 

«3  73 

-^....3    = 

h,    «, 

/'2    Ä 

^3/3 

c,  «, 

C./?2 

C3/3 

a,  «, 

"3  :'2 

^'2Ä 

^3.    = 

6,  «, 

K  y. 

hß. 

..«. 

^3   ^^2 

C2  Ä 

a,  «2   «3 

=  «,  ;^2  /'.     ^'i   ^'2   h 

c.    i\   f. 


«1  /^3  72 


=  u.  ,i 


I  ('2  /a 


,1. 


«I 

«2     «3 

^ 

^'2      &3 

c, 

<'2       ^3 

=  -■  «.A/2^1- 


Ebenso  finden  wir  weiter:  -^0,3  =  —  «2  Ä  73  ^  5  -^231  =  "3  ßt  Yi  -^  - 
-^3,2  =  «2  ß3  7.  ^ :    ^2,  =  —  «3  i^2  7,  ^^• 

Diese  sechs  Determinanten  sind  das  Resultat  der  Zerlegung 
von  C,  und  desswegen  nmss  ihre  Summe  wieder  gleich  C  sein. 

(^  =  [«.   ß-2  73  —  «.    ßs  72  —  «2  Ä   73    +   «2  /^3  7,    +    «3  ß,    72  "   «3  1^2  7,  J  ^^  • 

oder,  weil  die  Klammer  die  Entwickelung  von  B  vorstellt. 
C  =  A.B.  Damit  man  aber  leicht  übersehen  könne,  wie  sich 
das  Schema  des  Produktes  aus  seinen  Factoren  ableiten  lässt, 
stellen  wir  das  Ganze  nochmals  zusammen. 

a,  6,      c,  a,      c<.,      «3  I 

a,  h,      c.,     .     ß,      ß,      ß,     =  (76) 

«3  ^3      c,  )\      y,      73 

(a,  a,  +  a,  /?,  +  «3  -/,) ,  (a.  «,  +  «2  /^2  +  «3  72) ,    («i  «3  +  «2  /^3  +  «3  73)  | 

(b,  a,  +  h,  ß,  +  h,  7,),  (b,  «,  +  b,  ß,  4-  is  72)'    (^  «3  +  ^  /^3  +  K  73)  I- 

(f.     «,     4-     f-.,   /^.    4-    ^3   7l  )  1       CC.     «,     +     ("2   /^2    +   t'3  72^  ,        (''1     «3    +    <'2   /^3    +    ^3   73)  i 

Zweite  Ableitungsart  der  Mu]tii)licationstbrme].  Aus  dem 
System  (74)  erhalten  wir  für  irgend  eine  der  Unbekannten  2  die 
Lösungen  nach  (.Ob)  und  hnden  z.B.  für  i-,  den  folgenden  Werth: 


e,  = 


wenn  unter  d  die  Determinante  («, /^^ /s)  zu  verstehen  ist.  Zur 
P'.ntwickelung  von  J2^  bedarf  es  der  Werthc  x, ,  x^,  x^,  wek-he 
wieder  aus  dem  System  (7o)  zu  erhalten  sind.     Wir  wollen 

J  x^         J  x.^         J  x^ 

^1  —    ^   '   ^2  —  -j^ ,  ^3  —  -j- 

setzen,  und  erhalten  dann  für  (lz^  den  folgcnch-n  Ausdruck: 


a-,    «2    «3 

^2   ß.   ßs     : 

«.       «2      «3 

Ä       ß2      ß. 

d  2^ 

~     d 

^3       72       73 

7.    72    73 

f.O 
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de^  = 


J 


JX. 


wenn    unter 


Jx 
~3 

I  die 


^     Ä     k 


r-i 


=  -j   \jx.,     ß,     1%    = 


JX. 


Deterniinanto  (a^  h.^  cj  verstanden 


A 

J  ' 

wird. 

Für 

.  = 

Ä 

z.  selbst    uestaltet   sich    jetzt    der   Wertli   wie   folüt:     s,  =    ,    , 

J .  d 

Werden  nun  aus  (74)  die  Wertlie  der  x  in  (73)  substituirt,  so  geht 
das  letzte  System  über  in  das  System  (75),  aus  welchem  der  Werth 
für  z^  direct  abgeleitet  werden  kann.  Bezeichnen  wir  die  Coeffi- 
cienten-Determinante  dieses  Systems  durch  I),  so  ist  dieselbe  der 
Nenner  der  Lösung  für  z^.  Dieser  Nenner  ist  aber  auch  schon 
unter  der  Form  J .d  gefunden,  und  wir  ziehen  daraus  den  Schluss*). 
dass  J.d  =  D  sei.  Werden  endlich  für  D,  J  und  d  die  betref- 
fenden Determinanten  gesetzt,  so  geht  daraus  die  Formel  (7G)  hervor. 

Dritte  Ableitungsweise  der  Multiplicationsfoi-mel. 

Es  ist  nicht  schwer,  nach  dem  Muster  (70)  das  Schema  des 
Produktes  auch  dann  noch  zusammenzustellen,  wenn  die  Factoren 
höher  als  vom  dritten  Grade  sind;  dagegen  nimmt  die  Anzahl 
der  Determinanten,  in  welche  das  Produkt  des  Beweises  wegen 
zerlegt  werden  muss,  mit  wachsendem  Grade  unverhältnissmässig 
zu,  und  damit  auch  die  Schwierigkeit  der  Ausführung.  Daher 
sehen  wir  uns  nach  einer  anderen  Methode  zur  Erweiterung  der 
obigen  Formel  um,  die  zugleich  noch  den  Vorzug  hat,  dass  das 
Produkt  direct  aus  den  Factoren  gebildet,  und  nicht,  wie  bisher, 
fertig  angenommen  und  in  Factoren  zerlegt  wird.  Zu  dem  Ende 
untersuchen  wir  einmal  den  Werth  des  folgenden  Schemas: 

a,       a.^       0      0 

K 

0 

-1 


J 


-1 


0 


(77) 


W'ird    dasselbe   nach    den    Regeln   von 
Formel  (44)  zerlegt,  so  erhält  man: 


0 
^.  13    und    speciell    nach 


J= 

«2/^2 

— 

«,  0 
h,  0 

-1  Ä 

a,  0 
i,  0 

0  «, 

-1 «, 

+ 

«2      ^ 

-lÄ 

0  ß. 

«2    ^ 

-1  «. 
ü  «2 

1  0  0 
+    00 

—  1      0 
0—1 

*)  Zwar  folgt,  genau  genommen,  aus  der  Gleichheit  zweier  Brüche  noch 
nicht  die  von  Zähler  und  Nenner  einzeln.  Doch  ist  die  Lücke,  welche  der 
obige  Beweis  hiermit  lässt,  leicht  auszufüllen. 
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Gl 


und  findet  endlich: 


J  = 


«■3   ß^ 


weil  die  übrigen  Theile  säninitlich  verschwinden.  Um  nun  noch 
einen  anderen  Werth  fiir  J  zn  linden,  transfornn'ren  wir  (77)  in 
folgender  Weise:  Wir  addiren  zuerst  die  a,  fache  dritte  und 
a^  fache  vierte  Reihe  zur  ersten,  und  wenn  dies  geschehen  ist,  die 
/>,  faciie  dritte  und  \  fache  vierte  Reihe  zur  zweiten  und  erhalten: 

0       0     (a,  et,  +  «2  «J ,     (a,  ß,  +  a,  /^J 
^    ~  I  — 1       0  «,  ß^ 

I      0—1  «,  /?, 

Auch  diese  Determinante  ist  gleich  einem  einzigen  Produkt  aus  zwei 
correspondirenden,  weil  alle  übrigen  verschwinden,  und  zwar  ist: 

(a,  «,  +  a,  «J ,     (a,  /^^  +  a^  ß^)  —1       0 

,  (i.  «,  +i,/?J,     (6./J.  +  hß,)     '         0  -1 

Da  aber  der  zweite  Factor  gleich  1  ist,  so  muss  J  gleich  dem 
ersten  Factor  sein,  so  dass  wir  durch  Vergleichung  der  beiden 
Werthe  von  J  erhalten: 


J  = 


«1  ^> 


«2     ß2 


(tti  a,  +  (h  «J  »      («1  ßi  +  «2  Ä) 


Abgesehen  von  der  Umsetzung  der  Reihen  in  Colonnen ,   stimmt 
diese  Formel  mit  (72)  überein. 

Ebenso  reihen  wir  zwei  Determinanten  dritten  Grades,  die 
mit  einander  multiplicirt  werden  sollen,  in  ein  einziges  Schema 
so  ein,  dass  sie  die  Lage  von  zwei  correspondirenden  Determinanten 
erhalten: 


J  = 


(ll 

0, 

«3 

0 

0 

0 

K 

h. 

K 

() 

0 

0 

c. 

f. 

^3 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

«1 

ß. 

/'' 

0 

— 1 

0 

«i 

ß. 

/<i 

0 

f) 

— 1 

((„ 

ß. 

"/ 

(78) 


Abermals  zerlegen  wir  dieses  Schema  nach  den  Regeln  des  >?.  18 
in  Produkte  aus  correspondirenden  Determinanten  vom  dritten 
Grade  und  finden .  dass  alle ,  ein  einziges  ausgenommen .  ver- 
schwinden.    Ks  ist  daher: 


(J2 
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a,  Oj    «3  «,  ß,  /', 

J=    h,   h^    h,     .     a,  ß,  y, 

C^     Ci     ^s  «3    ßa    y» 

Nun  addirt  iiiaii  in  (78)  /iieist  die  a,  fache  vierte,  die  a^  fache 
fünfte  und  «j  fache  sechste  Ileilie  zur  ersten,  dann  die  />,  fache 
vierte ,  die  />,  fache  fünfte  und  />,  fache  sediste  zur  zweiten  und 
endlich  die  c,  fache  vierte,  die  c^  fache  fünfte  und  c^  fache  sechste 
zur  dritten  Reihe,  wodurdi  man  erhält: 

J  = 

0     0     0  (a,«,  +  «,«,+  a3«3),  {a,ß,-}-aA-{-aj%),  {a,}\-]- a,y,-\- a.y^) 

0      0      0  (/.,«,+/,,(,^+/,3«J,  (hA^Kß,  +  bJ,\  ^h,y,-\-h,y,-^h,y,) 

0      0      0  (f.«,  +  (',«,  -f  C3«,),  {cj,  H-  r^/J,  +  rg/?,),  {c,y,  -f  r,;',  +  f,^,) 
-1      0      0                 «.                                  /9,  7. 

U-1      0  «,  /?3  y, 

0      0-1  «3  /93  y^ 

Wird  diese  Determinante,  welche  vom  sechsten  Grad  ist  und  als 
solche  allgemein  durch  das  Symbol  (a,  b^  c^  d^  e^  Q  dargestellt 
werden  muss,  nach  §.  13  in  Produkte  aus  correspondirenden  De- 
terminanten dritten  Grades  zerlegt,  so  ist  das  Produkt: 


(-1) 


4—1  +  5—2  +  G— 3 


(«4  K  ^g)    (f^  e,  /a.)  =  —  («4  K  i'e)  {(^A  <\  Q 


das  einzige,  welches  nicht  verschwindet,  so  dass  die  ganze  Deter- 
minante J  gleich  diesem  Produkte  ist.     Da  aber  weiter: 


(^,  Ci  Q 


— 1 

0       0 

0 

—  1       0 

0 

0  -1 

«1    &,    Cj 

«2     62     ^2 

»3    &3    Ca 

ist,  so  wird  /i  =  —  {a^  h^  cJ  ,  (—  1)  =  (a^  h^  c^). 

Der  Vergleich  der  beiden  Werthe  von  J  führt  zu  der  P'ormel: 

«i  ß,  7i 

«2  /?2  72     =  (79) 

«3  Ä  73 

(a,  a,  +  «2  «2  +  «8  «3)5   (O^l  Ä  4  «2  /^2  +  «3  Ä  ),  («.  7l  +  «2  72  +  «3  73  ) 

{h,    «,  +  />2  «2  -f  ?^3  «3),   (^1  Ä  +  &2  /^2  -f  &3  Ä),  (^1  7l  4  ^>2  72  4  ^^3  7s  ) 

(C,  «,  -f  ^2  «2  +  C«  «3).   (C.  Ä  +  ^2  Ä  +  ^8  Ä),  (C,  7.  +  ^2  72  +  C,  73) 

Der  Vollständigkeit  wegen  geben  wir  eine  ganz  allgemeine 
Entwickelung  dieser  Multiplicationsformeln  und  wählen  dazu  das 
Schema : 
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03 


«11       «12       «1. 
«21        «22       «2; 

Cvqi  ^40  CXor 


J 


«nl       «n2       «n; 
—  10  0 

0  —1         0 

0      0—1 


«in 

0 

0 

0 

«2n 

0 

0 

0 

«3n 

0 

0 

0 

«nn 

1) 

0 

() 

0 

«1. 

«,, 

(f, 

0 

«■.M 

((.,, 

u.. 

0 

«,, 

«,, 

u. 

0 

«1 

iC, 


1 

2 
3 

n 

71+1 

n  4-  2 
M-f  3 


0  0  0  ...      —1  «nl       «„,      «„3      ....     «„„        2)1. 

Diese  Determinante  ist  vom  Grade  2w  und  zusammengesetzt 
aus  vier  Theilen,  von  denen  jeder  für  sich  eine  Determinante  «"" 
Grades  vorstellt,  indem  der  erste  Quadrant  die  Determinante 
(«1,  «22  «33  ....  rt„n),  der  zweite  nur  Xulle,  der  dritte  nur  Nulle 
und  — 1,  und  der  vierte  die  Determinante  («,,  «^2  «33  ....  «„„) 
enthält.  Die  Reihen  sind  durch  die  Nummern  1  bis  2«  bezeichnet, 
das  allgemeine  Schema  wird  durch  das  Syml)ol: 

(rt,     ^2     C3     .     .     .     .     (/„    ll„  +  i     i'o  +  2     ....     ^2u) 

dargestellt.    Wird  .J  nach  v^.  13  in  Produkte  aus  correspondirenden 
Determinanten  m'*"  Grades  zerlegt,  so  ist  das  Produkt: 

(a,  bj  c^  .  .  .  .  g„)  (/^+,  ?„+2  ....  ^2n) 
das  einzige,  welches  nicht  verschwindet,  und  wir  können  J  diesem 
Produkte  gleich  setzen.     Demnach  ist: 


«11      «12      «13      •      •      • 

«in 

«11 

«12 

«.3     •     • 

•     •     «U 

«21     «22     «23     •     •     ■ 

«2n 

«2  1 

«2  2 

«2  3    •      • 

•     •     «2. 

J  = 

«3  1     «32     «33      •     •     •     • 

«3n 

«3, 

«32 

«33     •      • 

•     .     «3, 

«nl     «nJ     «nS    •     •    ■ 

«nn 

«nl 

«n2 

«„3     •      . 

•     ■    «n, 

ir  multipliciren  jetzt: 

Reihe 

(w  4-  1)  mit 

«1. 

n 

(n  +  2)     „ 

«12 

n 

(n  +  S)     „ 

«13 

r)  '^  ^^  )1        « 1  n 

und  addiren  alle  zur  Reihe  1.     Weiter  nmltipliciren  wir 
Reihe  (n  -\-  1)  mit  «21 

„      (n  +  2)     „    «2  2 
„      (w  +  3)     „     «2, 


2n 


II' in 


Ü4 
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und  adiliiTM  alle  zur  Koilio  2.     Ebenso  nuiltii)li('ir('n  wir 

lieilio  {n  f  1)  mit  a., , 

„  {n-\-  2)     „     a.,5, 

„  {n  +  :•{)     „    a,3 


'2n  „     «..,„ 

uiiil  addiron  >-ii'  allo  zur  Hoilic  .!.     Dieses  Vciialiren   wiid  ior^t^e- 

setzt,  bis  endücii 

Reihe  in  -\-  1)  mit  o„, 

„      V"  +  2)     „    a„, 

„      {n  +  a)     „    a„3 


2w         „    a,,,. 
miiltipHcirt    und    zur  lleihe  n  addirt    worden    ist.     Durch    diese 
Transformation  gewinnt  J  folgende  Gestalt: 

0       0       0 0      c,,    C,2    ^,3 Cu, 

0         0         0 0        Co,     ^,,2     C.s 6'2„ 

0       ü       0 0      ^3  1    c„„    Cv, ^3„ 


J  = 


0       0       0 

-1       0       0 

0—1       0 

0       0—1 


0 

^„1 

c 

0 

«11 

a 

0 

«2  1 

C( 

0 

«,, 

a 

C„3 
«13 

«3  3 


0  0  0 —1  «„1     ß„2      «„3 «n 

worin  die  c  nach  folgenden  Formeln  gebildet  werden  müssen: 

C,l  =  «11  «11  +  «12  «21  H-  «13  «31   +   •   •   •   +  «in  «„1 


Ci2    «11    C<12     +    «12    «22 

+    «13    «32      + 

^13    ^^^   «11    «13     ~r    «12    «23 

-f-    «13    «3  3      + 

^in  =  «11  «In  +  «12  «2n  "t"  «13  «3n  + 

und 

C2,  =  «21  «11  +  «22  «21  +  «23  «31  + 

Cjj  =  «21  «,jj  -|-  «22  «22  H~  «23  «3  2  T" 

C23  =^  «2  1  «13   r  «22  «23  ~r  «23  «33  l" 


C2n  =  «2  1  «in  +  «22  «2n  +  «23  «3n  + 

und 

C3I  =  «31  «11  +  «32  «21  +  «33  «31  + 

^32  ^^  «31  «12  ~r  «32  «22   I   «33  «3  2  "I 

C33  ^^=  «8  1  ^13  "T  «3  2  «2  3  T~  «3  3  «3  3  1 


Csn  «3  1  «In 


-h  «3  2  «2n  +  «3  3  «3n   H" 

u.  s.  w. 


+  «in  «n2 
+  «In  «n3 


+  «in  «nn 

+  «2u  «nl 

T  «2n  «n2 

"T"  «2n  «nS 


+  «2n  «nn 

+  «3n  «nl 

~r  «3n  «n2 

4-  «3n  «n3 


+  «Sn  «nn 
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Wird  zunächst  von  dem  Vorzeichen  abgesehen,  so  ist  J  jjleieh 


dem  einzigen  Produkt   aus  der  Determinante  (c,,  Cj,  c^ 


.  c„„) 


und  ihrer  correspondirenden ,  in  welch  letzteren  alle  Elemente 
der  Hauptdiagonale  —1,  alle  übrigen  Elemente  aber  Null  heissen. 
Der  Werth  dieser  correspondirenden  ist  deshalb  gleich  (—  1)". 
Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  ist  es  nothwendig,  sich  zu  er- 
innern, dass  im  allgemeinen  Schema  dieses  Produkt  die  folgende 
Gestalt  haben  würde: 

Wir  erkennen  hiemus,  dass  das  Vorzeichen  durch  den  Factor 
(— 1)""  oder  ( — 1)"  bestimmt  wird.  Bringen  wir  die.sen  Zeichen- 
factor  in  Verbindung  mit  dem  Wcrthc  ( — 1)",  wie  wir  ihn  für  die 
eine  Determinante  bereits  gefunden  haben,  so  wird  (c,i  c.^^  C33  . .  Cn,,) 
im  Ganzen  mit  dem  Factor  ( — 1)" .  ( — 1)"=1  zu  vereinigen  sein, 
sodass  wir  erhalten:  ./  =  (Cn  c.^,  C33  .  .  .  Cn«).  Werden  endlich 
die  beiden  Weithe  von  J  einander  gleich  gesetzt,  so  entsteht: 


eil  i    Qn2    •    •    •    •    ^In 


Ctnl   fln2    • 


Clnn 


"11    "12    • 


'^ll     ^12 

Co  1        Co  9 


•     ^2n 


Cn, 


Cna 


(80) 


worin  die  c  nach  den  obigen  Formeln  aus  den  a  und  «  zusammen- 
gesetzt werden  müssen. 


(12  +  14+15),  (15+12  +  5),  (27  +  12+40) 

(24  +  49+3),     (30+42+1),  (54+42+8) 

(8+28  +  15),  (10  +  24+5),  (18+24+40) 
-121:    X  =  —10527. 


Beis 

piel. 

3  6  2 

4  5  9 

2  7  4 

7  6  6 

= 

5  1  5 

3  1  8 

J,  =  87 ;    J, 


Unvollständige  Determinanten.  Unterdrückt  man  in 
dem  Schema  einer  Determinante  die  letzte  Elementenreihe,  so 
bleibt  ein  anderes  Schema  zurück,  welches  als]  eine  unvollständige 
Determinante  angesehen  werden  kann.     So  sind  z.  B. : 


d 


&o  c. 


und  c  = 


«.  ßi  /'. 

«2  ß2  y-i 


zwei  unvollständige  Determinanten  dritten  Grades,  aus  welchen 
durch  Zusatz  der  fehlenden  dritten  Reiiien  vollständige  Deter- 
minanten hervorgehen.  Den  Elementen  dieser  hinzugedachten 
Reihen  entsprechen  in  (/  und  t  bestimmte  Unterdeterminanten, 
welche  wir  hier  folgen  lassen: 

5 
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«.  ft. 

, 

«.    ^'i 

/>,    r, 

und 

«.  Ä 

. 

«.  y. 

Ä  y. 

a,  \ 

«2      ^i 

K   c. 

«2    ß. 

<'i  r-i 

1 

/*2     72 

Durch  Verbindung  der  beiden  Seheniata  nacli  Art  zweier  Factoren 
zu  einen»  Produkte  entsteht  zunächst  nur  ein  Symbol ,  unter  dem 
wir  aber  die  Summe  der  drei  Produkte  verstehen  woHen,  die  man 
erhält,  wenn  man  jede  Unterdeterminante  von  ä  mit  der  ent- 
sprechenden von  e  multiplicirt.     Hiernach  ist : 


S  = 

«.  Ä  y, 
«2  Ä  y, 

«1  ^1 

«2     ß. 

1              «2      ^2 

«.  7. 

«2   7« 

+ 

^2      C, 

Ä  7. 

/?2     72 

=  («.  Z',)  •  («.  /^2)  +  («.  cj  .  («.  jg  +  (^  c,)  .  (/?.  /J. 
In  der  Absicht,  noch  einen  zweiten  Ausdruck  zu  gewinnen,  welcher 
mit  S  iileichen  Wertli   hat,   untersuchen   wir   die  folgende  Deter- 
minante fünften  Grades: 


./  = 


indem  wir  dieselbe  nach  den  in  §.  13  aufgestellten  Formeln  in 
zehn  Produkte  aus  correspondirenden  Determinanten  des  zweiten 
und  dritten  Grades  zerlegen.  Da  aljer  fünf  derselben  verschwin- 
den, so  lassen  wir  nur  die  übrigen  hier  folgen: 


«1 

«2 

-1 

ü 

0 

K 

K 

0 

-1 

0 

c, 

^2 

0 

0 

— 1 

0 

0 

«. 

ß, 

7i 

0 

0 

«2 

ß. 

7a 

J 


^  _   j|«l    «2 

b,  b. 


0     0—1 
«,  ßi  7i 

«2     ß2     72 


aj— 1 
b,      0 


c,  0—1 

OÄ  7i 
0  ß,  72 


-f 


a,     0 
b,-l 


c,  0—1 
0  a,   ^'j 

0     «2     72 


+ 


c,  0  -1 

c,  0—1 

la. 

—  1 

a. 

0 

z 

, 

0  ßi  7i 

— 

« 

0  cf,   y, 

& 

0 

11      #1 

&„  - 

-1 

1      /  1 

^2 

0/^,  72 

i/j 

0     «2     72 

Die  dreigliederigen  Determinanten ,  welche  hier  als  Factoren  auf- 
treten, werden  abermals  in  Produkte  aus  den  Elementen  ihrer 
ersten  Reihen  und  entsprechenden  Unterdeterminanten  zerlegt, 
und  da  hierbei  jedesmal  zwei  dieser  Produkte  verschwinden,  so 
erscheint  schliesslich  J  unter  folgender  Form: 


J=-l- 


1^  h 


«2Ä 


-(&,  C^  — ^2^,) 


lÄ  7. 

k  72 


(a^c^-a^cj. 


«1  7i 

l«B     72 
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Da  mm  auch  die  Klainnierworthe  Detorininanten  sind,  so  ist  end- 
lich gestattet  zu  setzen: 

J  =  («,  h,)  .  («.  ß,)   +   (a.  c,)  .  («,  y,)  +   (6,  f,)  .  {ß^  yj, 

woraus  dann  durch  Vergleich  mit  S  folgt,  dass  S  =  J  ist. 

Um  den  AVerth  für  J  in  noch  anderer  Form  zu  gewiinien, 
niultipliciren  wir  in  seinem  Schema  die  dritte  Coiojine  mit  a^ ,  die 
vierte  mit  1\  und  die  fünfte  mit  c,  und  addiren  diese  Produkte 
zur  ersten  Coionne.  Hierauf  werden  die  dritte  Colonne  mit  a^ , 
die  vierte  mit  h^,  die  fünfte  mit  c^  muliplicirt  und  die  Produkte 
zur  zweiten  addirt.     So  erhält  man : 

ü 
0 
J=-  0 

(«,  «,   t-  &.  Ä  +  c,  V,),  («2  «,  +  \  ß,  +  c,  /,),    a,     /?,     y.  , 
(«.  «2  +  h  i%  +  f.  'AX  («2  «2  +  ^  ßi  +  c,  7J,    «,     ß,     y,  ! 

Nach  den  Formeln  des  §.13  zerfällt  z/ wiederum  in  zehn  Produkte 
aus  correspondirenden  Determinanten  des  dritten  und  zweiten 
Grades,  von  denen  jedoch  nur  ein  einziges  nicht  verschwindet. 
Somit  erscheint  J  unter  der  neuen  Form : 


0 

-10      0 

0 

0-1      0 

0 

0     0—1 

J=  — 


J. 

1 

0 

0 

0 

— 1 

0 

0 

0  - 

-1 

j(öi  «1  +  \  ßt  +  c,  y, ),  (a,  a,  +  h,  ß,  -f  c,  y,  )| 


und  da  -/,  =  —  1  ist,  so  ist  auch  J  =  J^.  Durch  Vergleich  der 
beiden  Werthe  von  J  finden  wir  schliesslich  S=J^.  Das  Schema 
J^  wird  aus  den  beiden  Factoren  des  Symbolcs  S  nach  dem  näm- 
lichen A'erfahren  gebildet,  nach  welchem  bei  vollständigen  Deter- 
minanten das  Schema  eines  Produktes  aus  denen  der  beiden 
Factoren  gewonnen  wird.  Zum  Schluss  soll  das  Ganze  zu  einer 
Formel  zusammengestellt  \Yerden : 


a.  ^  c, 

«t  ßr  'A 

(« 

«. 

+  f\ß.+c, 

/'.) 

,       («2 

«. 

-\-h 

Ä    +    ^2/'.) 

i[a,  b^c. 

«2  Ä  n 

(a,  ß,  +  6,  Ä  +  P,  /J,   (a, «,  4-  ^'2  Ä  -h  c,  yj 

= 

«2     ^2 

«1 

«2 

/^2 

+ 

«1  c. 

«2/'2 

+ 

6,  c, 

Sobald  das  Schema  J^ ,  d.  h.  die  in  der  vorstehenden  Formel 
enthaltene  Determinante,  als  gegeben  angesehen  werden  darf, 
kann  die  Richtigkeit  der  Formel  auch  dadurch  nachgewiesen  wer- 
den,   dass   man   nach    i^.  11    das   Schema    in   derselben  Weise  den 


r,8 
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Tlioilen  der  Elemente  entsprechend  zerlegt,  wie  dies  oben  bei  der 
Al)leitiiiiii  der  Multii)licationsioniu'ln  iiesclichcn  ist.  indem  diese 
ZerU'jj;iiiig  /u  /weiglicderigen  Deteiiniiiunten  i'ülirl,  welche  sich  zu 
den  drei  Produkten  unserer  Formel  zusannnenstellen  lassen.  Selbst- 
verständlich kann  das  erläuterte  Verfahren  auf  unvollständige  De- 
terminanten von  höheren  Graden  unverändert   ül)ertragen  werden. 


§.  K).    Die  adjungirten  Determinanten. 

Wird  aus  einer  Determinante  eine  zweite  in  der  Weise  ab- 
geleitet, dass  man  an  die  Stelle  eines  jeden  Elementes  «„  die 
ihm  zugehörige  Unterdeterminante  yl„  setzt,  so  wird  diese  zweite 
die  adjungirte  der  ersten  genannt.  In  der  Absicht,  beide  mit 
einander  zu  multipliciren,  stellen  wir  sie  in  folgender  Weise  neben 
einander : 

d  D 


«11 

«12     •     • 

.     .     «,„ 

«2  1 

a22   .   . 

.  .  a2„ 

«nl 

«n2     •     • 

•     •    «nn 

X 


-^11     -^l-i     •     •     •     •     -^In 
-"21     -^22     •     •     •     •     -^l2n 


-'■Inl     -^nJ 


A, 


W'ird  die  Multiplication  ausgeführt,  so  entsteht  als  Produkt  eine 
neue  Determinante,  deren  Elemente  sich  zusammensetzen  aus  den 
Produkten,  welche  entstehen,  wenn  man  die  Elemente  der  Colonnen 
in  d  mit  den  Elementen  der  Colonnen  in  D  multiplicirt.  Man 
erhält : 

^11      ^12      ^13      •     •     •      •     (-In 

Coi        Cn  o        t")  1        .        ■        •        •       ^5 


d  .D 


2  1     ^22 
^3  1     ^3  2     ^3  3     •     •     •     •     ^3n      5     WCUU 


^nl     ^n2      ^n3     • 


Cnn 


c,,  =  a,,  A,,  +  «21  A^,  +  «3,  A^,  -f 
Cj,  =  tti,  .4i,  +  a^i  A.,,  +  «31  -^32  + 


•     "r    «nl  ^nl    « 

.     +    «nl  ^ln2    4-     0 


.  -f  a„i  .4„„  =  0 

•  +    «n2^nl    =    0 

•  r    «n2  -^n2   ^^^  « 


Ci„  =  ttii  Ain  +  «21  ^2n  +  «31  ^3n  + 
Cji  =  Otjj  .^11  -f-  (I22  -^21  ~r  «32  -^31  1" 
C22  «12    -^^12     ~T~    «2  2    -^2  2     ~I~    «3  2   -'^3  2     "T" 

U.  S.  W. 

Werden  so  alle  c  hergestellt,   so  verschwinden  alle,   welche  zwei 
verschiedene  Indices  führen ,   weil  sie  in  der  Art   entstehen ,  dass 
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man  die  Eloniente  einer  Colonne  mit  solclien  Unterdeterminanten 
multiplicirt.  Nvelche  zu  einer  anderen  Colonne  gehören.  Dagegen 
nehmen  diejenigen  c.  welche  zwei  gleiche  Indices  aufweisen,  sämmt- 
lich  den  Werth  d  an ,  weil  sie  aus  einer  Summe  von  Produkten 
bestehen,  welche  dadurch  entstanden  sind,  dass  man  die  Elemente 
der  einzelnen  Colonnen  mit  ihren  eigenen  Unterdeterminanten 
multiplicirt  hat.    So  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

(l  0  ()  0  ....  0 

:  0  (l  0  0  ....  0 

0  0  d  0  ....  0 

0  0  0  r/  ....  0 


d  .D 


und  daraus  folgt 


ü     0     (I     () 

d  .  I)  =  (?",   oder: 

D  =  d'-\ 


d 


(81) 


In  Worten:     Die  adjungirtc   einer   Determinante   n*""  Grades  ist 
die  [h — 1)""   Potenz  der  Hauptdeterminante. 


§.  17.    Anwendung  der  Determinanten  auf  Entwickelungen  aus  der 
analytischen  Geometrie  der  Ebene. 

AN'ir  wollen  bei  den  nachfolgenden  Aufgaben  voraussetzen,  dass 
der  Leser  mit  der  berührten  Materie  bekannt  sei,  indem  wir  uns 
auf  leichte  und  allgemein  bekannte  Dinge  beschränken. 

Erste  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu 
tinden,  die  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht. 

Die  Coordinaten  dieser  Punkte  mögen  Xi  y^  und  x^  y,  sein. 
Die  Gleichung  einer  jeden  Geraden  hat  die  Form: 

Äx-\-By-\-C  =  0. 

Für  unsere  Aufgabe  sind  A,  B ,  C  noch  näher  zu  bestimmen. 
Die  Thatsache,  dass  die  gesuchte  Gerade  durch  die  gegebenen 
Punkte  geht,  begründet  die  zwei  Bedingungsgleichungen: 

Ax,  +  By,  -f  C,  =  0;        Ax,  +  By,  +  C  =  (». 

Diese  drei  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  drei  unbekannten 
Grössen  A,  B,  C  können  nur  dann  gleichzeitig  bestehen,  wenn 

X     y      1 

X,    y,     1     =0.  (82) 

X2    y-i    1 
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VorsteluMule  IVtormiiiiintc  ist  die  i^osiiclite  Gleichung'  der 
geraden  Linie.  Sie  ist  eine  Relation,  welche  zwischen  den 
Coordinaten  .r//  eines  beliebigen  Pnnktes  der  Geraden  und  den 
Coordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte  bestehen  nuiss.  Wird 
die  zweite  Reihe  von  der  ersten  und  (bitte  von  der  zweiten  ab- 
gezogen, so  entsteht  durch  Auflösung  leicht  die  Form: 

a;  — a:i  _  y  —ih 

Xi  —  oCi        Vx  —  y-,' 
wie  wir  dieselbe  als  die  gewöhnliche  kennen. 

Beispiel.     Essei.r,  =  0,  yi=5;  ä-2  =  — 4,  ^2  =  8. 
X    y     1 
J=        3     5     1    =0;     3a;+7y  —  44  =  0. 
—4     8     1 
Zweite   Aufgabe.      Man    soll    die   Bedingung   dafiir   auf- 
stellen,   dass  drei  gegebene  Punkte  x^y^]   x^y.^;   x^y^    in   einer 
geraden  Linie  liegen. 

Diese  Aufgabe  fällt  mit  der  vorhergehenden  fast  zusammen. 
Legen  wir  nämlich  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  eine  gerade 
Linie,  so  haben  wir  in  der  vorhergehenden  Determinante  deren 
Gleichung.  Damit  aber  der  dritte  Punkt  dieser  Geraden  angehöre, 
müssen  die  Coordinaten  x^  f/^  diese  Gleichung  befriedigen.  Die 
gesuchte  Bedingung  heisst  mithin  so: 


^3  2/3  1 

^1  yi  1 

^t  Vt   1 

=  0, 

oder : 

X,  y,   1 

X,  y^   1 

^3  ys  1 

=  0. 


(80) 


Dritte  Aufgabe.  Wenn  ein  Punkt  x/j  mit  zwei  anderen 
Punkten  Xi  y^  und  x^  y^  in  gerader  Linie  liegt ,  so  soll  nachge- 
wiesen werden,  dass  die  Coordinaten  x  und  y  sich  durch  folgende 
Gleichungen  ausdrücken  lassen: 


X  = 


Xi  -\-  Ix^ .        _  Ux  +  l  yi 


y 


(84) 


1  +  Z    '     ^  1  +  A 

Liegen  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie,  so  muss  die  Deter- 
minante (82)  verschwinden.  Eine  solche  verschwindende  Deter- 
minante setzt  uns  (§.  14}  in  den  Stand,  drei  nicht  homogene 
Gleichungen  zwischen  nur  zwei  Unbekannten  anzuschreiben  und 
die  Elemente  der  Determinante  als  Coefficienten  dieser  Unbekaimten 
zu  benutzen.    Diese  drei  Gleichungen  mögen  heissen: 

Xi  -{-  l  Xi  ~{-  f.1  X  =  0 

yi  -V  '^ yi  +  ny  =  i) 

1   -f   Ä   +   ;u   =0, 
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wenn  A  und  ii  die  Unbekannten  vorstellen.  Wird  /<  aus  der 
dritten  Oleichuuu  in  die  l)('iden  ersten  substituirt,  so  entstehen 
sofort  die  beiden  gesuchten  Gleichungen  (84). 

Wir  können  dieselben  ansehen  als  die  Gleichung  einer  Geraden, 
welche  durch  die  beiden  gegebenen  Puidvte  x^Hi  und  j-2?/^  geht, 
indem  wir  /.  als  unabhängige  Variabele  betrachten.  Wird  dieses 
/  continuirlich  geändert,  so  ändert  sich  das  Coordinatenpaar  xy 
ebenfalls  continuirlich .  und  der  contiiuiirlich  fortbewegte  Punkt 
beschreibt  eine  gerade  Linie,  weil  er  in  allen  Lagen  die  Deter- 
minante (82)  befriedigt. 

Vierte  Aufgabe.  Die  Coordinaten  a-,  ?/, ,  .f ^ ^^  und  a^j  y, 
der  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  sind  gegeben,  man  soll  daraus 
den  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  finden. 


Zuerst  suchen  wir  eine  Formel ,  welche  dazu  dient ,  die  Ent- 
fernung eines  durch  seine  Coordinaten  gegebenen  Punktes  von 
einer  ebenfalls  gegebenen  Geraden  zu  berechnen.  Nehmen  wir 
an,  FM  =  p  und  -^c<  seien  gegeben,  und  L  sei  eine  zu  FM 
senkrechte  Gerade,  so  ist  deren  Lage  vollständig  bestimmt,  und 
es  kommt  nur  darauf  an,  ihre  Gleichung  aufzustellen.  Nennen 
wir  die  Coordinaten  des  Punktes  M  etwa  m,  v,  so  ist  u  =^jcosa, 
V  =  })  sin  c( ,  und  die  Gleichung  der  Geraden  L  heisst : 
2/  —  J9  sin  a  =  tg  /?  {x  —  p  cos  «) ,  oder : 
y  —  p  sin  a  =  —  cotg  «  {x  ~p  cos  «)>  oder : 
X  cos  cc  -\-  y  sin  «  —  />  =  0. 
Halten  wir  hier  cc  unveränderlich  fest,  lassen  wir  dagegen  p  sich 
continuirlich  ändern,  so  verschiebt  sich  L  parallel  zu  seiner  ersten 
I^ge  und  gelangt  auch  einmal  in  die  Lage  X,.  Dann  ist  F  M  =  p 
mFN=(p±d)  Übergegangen,  wenn  wir  3IN=±(l  nennen, 
je  nachdem  es  in  der  Richtung  von  }>  selbst,  oder  in  der  umge- 
kehrten liegt.  Die  Gleichung  der  Geraden  heisst  jetzt:  .rcos« 
+  ysin«  —  (p±(l)  =  o,  und  zugleich  besteht,  da  />,  durcii 
Punkt  a-,  ?/,  geht,  die  Bedingungsgleichung:  a:,  cos  a  +  ?A  ^irt  a 
—  {p±d)  =  0,  woraus  denn  die  gesuchte  Fntferming  r/  in  fol- 
gender  Gestalt  gefunden   wird :     (d  =  ±  (xi  cos  a  -f  y,  sin  «  —  j)). 
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Von  (Ion  Vovzoichon  ist  (l;tsjonijj;i'  zu  wählen,  (lurcli  welches  die 
absolute  Länf^o  d  einen  positiven  Werth  erhall.  Der  Satz  heisst 
dann:  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  geraden  Linie,  deren 
Gleichung  in  der  Norninlfonn  gegeben  ist,  geht  aus  der  linken 
Seite  dieser  (ileichung  dadurcii  hervor,  dass  man  an  die  Stelle 
der  Variablen  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  substituirt 
und  das  Vorzeiclien  des  so  erhaltenen  Ausdi'ucks  passend  bestimmt. 
Da  nun  die  (ileichungen  der  geraden  Linien  gewöhnlich  nicht 
in  der  Xormalibrni  gegeben  sind,  so  bleibt  nns  noch  übrig,  die 
algebraisch  allgemeinste  Form  in  die  Normalform  umzuwandeln. 
Sollen  die  beiden  Gleichungen  A  x  -\-  B  y  -{-  C  =  0  und  a;cos« 
4-;ysina — ^  =  0  die  nändiclie  (ieradc  bedeuten,  so  müssen  die 
linken  Seiten  dieser  Gleichungen  entweder  identiscii  gleich  sein, 
oder  doch  werden,  wenn  man  den  einen  Theil  mit  einem  möglicher- 
weise weggefallenen  gemeinschaftlichen  Factor  multiplicirt.  Wir 
dürfen  also  setzen : 

Äx-\-By-i-C^lii  {x  (loa  cc  -j-  ij  s'm  d  —  p) , 

Ä  =  /it  cos  a ;    B  =  fiama\    C  =  ■—  (.i  p. 

A'-hB'  =  i.r;    ^i  =  Vä'+B',   und 

Äx-h  By-^  C 

— .  ,  = =  X  cos  a  4-  ysm  cc  —  p. 

Ax  -\-  B  V  -\-  C 
Wir  sagen  also  auch :  d=^ —  -—  0   ist   die  Normalform 

\/A'  +  B' 

der  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Das  Vorzeichen  der  Wurzel 
ist  so  zu  wählen,  dass  das  constante  Glied  wirklich  negativ  wird, 
weil  es  dem  Werthe  — ^>  entsprechen  soll. 

Endlich  können  wir  die  eigentliche  Aufgabe  in  Angriff  nehmen 
und  zuerst  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  Xi  y^  von  den- 
jenigen Geraden  ermitteln,  welche  durch  die  beiden  anderen  ge- 
gebenen Punkte  Xiy^  und  x^y^  gelegt  ist.    Deren  Gleichung  heisst: 

^^       oder:   xiy,-yj  —  y{x,—x,)  +  x,y,—x,ij^  =  0 
und  dessy/egen  ist:  A  =  (y 2— y^);  B  =  —  (x.i—xj. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Normalform  über,  indem  wir  die  aufgelöste 
oder  die  wirkliche  Determinante  durch  VA^  +  B'^  dividiren,  und 
leiten  aus  dieser  Form  den  gesuchten  senkrechten  Abstand  ab, 
indem  wir  statt  x  und  y  setzen  Xi  und  yi.    Hiernach  ist: 


x    y 

1 

^2  y. 

1 

^3     Vz 

1 

X, 

y. 

1 

X, 

y^ 

1 

X, 

y. 

1 

d=    x,y,\    :  \/{y^-y^y^^x,-x,y 
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Die  Länge  der  Basis,   d.  h.  die  Entfernung  des  Punktes  x^y^  von 
3-3  7/3  wird  nach  der  Formel  gefunden:  h  =  ViVi 
und  da  die  Fläche   des  Dreiecks  gk'ich  },d.h 
schliesslich  die  Formel : 


ist ,   so  tinden  wir 


Dreiecksfiäche 


Beispiel. 


X,  =-  0 ; 


x^  y.,  1 

x,,=  U\     X,  =  0; 
//2  =    4 ;     //3  =  1 2 

«;       2       1 
14       4       1      =37. 
! )     1 2       1 


(85) 


Anmerkung.  Ersclieint  die  Fläche  unter  negativem  Vorzeichen,  so 
hat  man  nur  zwei  Reihen  oder  Colonnen  zu  vertauschen.  Wird  f=0,  so 
liegen  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie. 

Fünfte  Aufgabe.  Drei  Punkte  .r,  y, ;  x^y^;  x^y^  sind  ge- 
geben. Durch  den  ersten  Punkt  soll  eine  Gerade  gelegt  werden, 
welche  mit  derjenigen  Geraden  parallel  ist,  die  durch  die  beiden 
anderen  Punkte  geht. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  schliessen  ein  bestimmtes  Dreieck 
ein.  Jeder  Punkt  xy,  welcher  auf  der  gesuchten  Parallelen  liegt, 
bildet  mit  den  Punkten  2  und  3  ein  anderes  Dreieck,  welches  dem 
ersten  ffächengleich  ist.  Wir  drücken  diesen  Zusammenhang  aus 
durch  die  Gleichung: 

«2       !/2 
a^3      !h 


oder 


X      y 

^'2         !/2 

^3   ys 

{x  —  xj  (y  —  y,)      0 

X,  2/j            1      =  0. 

«3  y,         1 

Die  beiden  Determinanten  sind  nach  §.  1 1  vereinigt. 

Beispiel:            x^  =  \();  x^  =  2:  x^  =  S\ 

iii  =  " ;  2/2  =  ^ ;  i/s  =  —  <»• 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Parallelen  heisst: 

{x-  10)  (y  —  1)       0 

2  5            1  I  =  0, 

8  — fi            1 


IIa;  +  Oy  —  152  =  0. 
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Sechste  Aiifjjabe.  Drei  gerade  Linien  sind  durch  ihre 
(ileichunfien  gegeben.  Die  Fläche  des  eingeschh)ssenen  Dreiecks 
soll  durch  die  Constanten  der  Gleichungen  ausgedrückt  werden. 

Die  (ileichungen  der  (Jeraden  sollen  heissen: 
1)     (/,,  X  +  a,,  //  +  a,3  =  0 

3)     a.,,  X  -f  «3  3  y  -f  «3,  =  0. 
Zu  diesem  System  gehört  wieder  die  folgende  Determinante: 

«.,     «,,     rt.. 


J  = 


m 


Wir  berechnen  jetzt  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  zwischen 
den  drei  (Jeraden,  oder  die  Ecken  des  eingeschlossenen  Dreiecks 
und  lösen  zu  dem  Zweck  zunächst  die  zwei  ersten  Gleichungen 
auf.     Wir  finden: 


X,  g 


— a, 
—a. 


a 


22 


a, 
a„ 


-«13 
■«23 


«11 


«12 
«2  2 


«i: 
«2  1 
«,. 
«,, 


«li 


Ebenso  finden  wir  für  die  übrigen  Ecken : 


2/l3   = 


A. 


•^'2  3  i  1       •/•2  3 

-•ii3 


£li. 


_A^ 

•^13  J  5      ^13  A 

^2  3  ^"i; 

Wird  die  Formel  (85)  auf  diese  Punkte  angewendet,  so  erhält  man: 

^11       Ä^ 
-^13       -"1 1 ; 


-^2  1      :2j 

-^23         ^S 
■^31         -^i 


A-ii  -4i2  -^j. 

-'^  2  1  ^^2  2  -■  '  2  : 

/^  /l  /l 

-^3  1  -^32  -^3i 


1 


y±i3    .    Yi- 


Die  Zählerdeterminante  ist  die  adjungirte  von  (86)  und,  weil  vom 
dritten  Grade,  dem  Quadrat  jener  gleich.  Der  Nenner  ist  das 
Produkt  aus  den  drei  Unterdeterminanten  der  dritten  Colonne.  Vom 
Vorzeichen  abgesehen,  nimmt  dieser  Ausdruck  die  folgende  Form  an : 
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F  = 


a 

11          «12         «13 

■J 

\ 

«21          «22         «23 
«3  1          «3  2         «3  3 

«21 

«22 

«11         «12 

«11 

«12 

«3  1 

«32 

«3  1         «3  2 

«2  1 

«22    1 

(87) 


Versclnvindet  der  Zahler  dieses  Wertlies,  so  verschwindet  auch  F. 
und  die  drei  Geraden  schneiden  sich  in  dem  nämlichen  Punkte. 
Verschwindet  dagegen  eine  der  Xennerdeterminanten,  so  ist  das 
betreifende  Linienpaar  parallel,  weil  dann  F  unendlich  wird. 

Siebente  Aufgabe.  Drei  gerade  Linien  sind  durch  ihre 
Gleichungen  gegeben,  man  soll  die  Bedingung  aufsuchen,  unter 
der  sie  sich  in  dem  nämlichen  Punkte  schneiden. 

Wir  haben  eben  gesehen,  dass  in  diesem  Falle  die  vorher- 
gehende Determinante  verschwinden  muss,  geben  aber  doch  fin- 
den Satz  einen  selbstständigen  Beweis.  Die  Gleichungen  der  drei 
Geraden  mögen  sein: 

A,x^-B,ij^C,  =  0\  A,x^B,y-rC,  =  Q\  A,x-\-B,y +  C,^  0. 

Sollen  diese  drei  Gleichungen  durch  die  Coordinaten  eines  gemein- 
schaftlichen Punktes  befriedigt  werden  können,  so  muss  ihre  De- 
terminante verschwinden  und  sein : 

A,     B,     C,    =0.  (88) 

A,     B,     C, 

Das  Verschwinden  dieser  Determinante  lässt  noch  eine  andere 
Deutung  zu.  Wir  werden  nämlich  in  den  Stand  gesetzt  zu  be- 
haupten, dass  die  folgenden  drei  Gleichungen  zwischen  den  Unbe- 
kannten /..  fi  und  »'  zusanmien  bestehen  können. 

A,  l  -f  A,_  fi  -\-  A^v  =  0 

B,  K  +  B^  fi  -f  B,  V  =  0  (89) 

C,  l  -f  C,  /<  +  C'3  )'  =  0. 

Multiplidrt  man  nun  die  eiste  Gleichung  der  drei  Geraden  mit  /. 
die  zweite  mit  /<  und  die  dritte  mit  \\  und  addirt  dieselben,  so 
erhält  man: 

(.l./.+J,.u4-J3v)x+(7y,Ä  +  /y^«-f7;^,.)^  +  (C'/.  +  C',//4-C'3v)=0. 

Da  nun  die  Gleichungen  (81))  möglich  sein  müssen,  wenn  die 
Determinante  (ss)  verschwindet,  so  muss  man.  wenn  die  drei  (Je- 
raden  durch  den  nämlichen  Punkt  gehen,   stets  drei  Werthe  /. ,  // 
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uiul  >•  fiiuleii  koiiiKMi.  wrlclio  SO  l)i'sclialVi'ii  .sind,  dass,  wenn  man 
die  drei  (ileiclimigeii  damit  multipliciit  und  dann  addiit,  der  Coef- 
ficient  v(m  2\  der  Coefticient  von  ?/  und  auch  die  Constante  für 
sicli  verschwindet.  Oft  .uelinut  es,  die  Werthe  dieser  Cocfticicnteii 
leicht  /u  erkennen,  und  dann  ist  diese  Beweisform  au.sserordent- 
lich  einfach. 

Beispiel.  '6x  -]-  1  y  —  5  =  0;  5x  ~  2ij  —  3  ==  0\ 
0  .c  —  20  .V  +  1  =  0  sind  die  Gleichungen  von  drei  Geraden,  welche 

31  1fi 

sich  in  dem  Punkt  ^==4X,  y  —  41  dmclischneiden.  Die  Deter- 
minante ihrer  Gleichungen  verschwindet.  Wird  die  erste  mit  2, 
die  zweite  mit  —3,  die  dritte  mit  1  multiplicirt,  so  verschwindet 
die  Summe  der  drei  Gleichungen  identisch. 

Achte  Aufgabe.  Zwei  gerade  Linien  sind  durch  ihre 
Gleichungen  gegeben : 

Lr  =  ArX-\-B,ij+  C,  =  0:     L,  =  A^  x -\- B,  ij -\-  C,  =  0. 

Multiplicirt  man  die  eine  Gleichung  mit  //,  die  andere  mit  A,  oder 
die  eine  mit  1  und  die  zweite  mit  /.  und  addirt  sie,  so  entsteht 
eine  neue  Gleichung: 

L,  =  U,  x  +  B,y  +  C'j  -\-^{A,  x^  B,y^  CJ  =  0, 

welche   ebenfalls  eine  gerade  Linie  bedeutet.     Es  soll   bewiesen 
werden,  dass  sich  die  drei  Geraden  in  einem  Punkte  schneiden. 
Die  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  heisst: 

A,  B,  6\ 

^  =  vijj  B^  C2 

U,  -h^A,),   (B,  +kB,),  (C,  +/C,) 

Wird  die  zweite  Reihe  mit  /  multiplicirt  und  von  der  dritten  ab- 
gezogen, so  werden  zwei  Reihen  gleich,  und  die  Determinante  ver- 
schwindet, d.h.  die  drei  Geraden  gehen  durch  den  nämlichen  Punkt. 

Neunte  Aufgabe.  Zu  beweisen,  dass  die  drei  Transver- 
salen, welche  aus  den  Ecken  eines  Dreiecks  nach  den  Mittel- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  werden,  sich  in 
dem  nämlichen  Punkte  durchschneiden. 

Die  Eckpunkte  des  Dreiecks  mögen  sein:  x^y^■,  x^y^\  ^aVs- 
Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Seite  2—3  sind  dann: 
^4  =  2  (^2  +  ^z)j  2/4  =  i  (2/2  +  2/3)5  ^i^'d  <JiG  Gleichung  der  Trans- 
versalen aus  der  Ecke  a;,  ?/,  nach  diesem  Punkte  x^  y^  heisst : 

T,  =y{1x^  —  x^  —  x^)  +  a;(?/2-}-  y^  —  ly^)  -\-  y,Xi-\-  y,x^ 
—  x.y^  —  X,  y,  =  0. 
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Durch  Vertauschen  der  Indices  1  mit  2  und  1  mit  3  gelien  daraus 
die  Gleichungen  der  beiden  anderen  Transversalen  hervor: 
T,-=y(2x^  —  x,—x,)4-x  iy,  +  y^  —  2  y,)  +  y^  x\  +  y,  x, 

—  r,  //,  —  X,  7/3  =  0. 

T,=y  (2  .r3  —  X,  —  X,)  +  X  (y,  +  y,  —  2  y,)  +  ^3  ^"i  +  y,  x, 

—  x,y,—  x^  y,  =  0. 

Addirt  man  in  der  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  die  erste 
und  zweite  Reihe  zur  dritten,  so  verschwindet  diese  und  mit  ihr 
die  Determinante  selbst. 

Zehnte  Aufgabe.  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  drei 
Senkrechten ,  welche  in  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  er- 
richtet werden  können,    sich  in  dem  nämlichen  Punkte  schneiden. 

Die  Coordinaten  der  Eckpunkte  mögen  wieder  x^  ?/, ;  x^  y^ ; 
x^  2/3  heissen,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  zwischen  1  und  2 
sind  dann  x,,  =  |  (a;,  +  x^),  y,2  =  i  (y.  +  y^).  Die  Gerade, 
welche  durch  diesen  Punkt  senkrecht  zur  Seite  (1—2)  gezogen 
wird,  hat  die  Gleichung: 
P,,  =  2y{y,~yJ+2x(x,-x,)-y,'  +  y,'-x,'  +  x,'  =  0. 

Durch  Vertauschung  der  Indices   gehen    daraus   die   Gleichungen 
der  anderen  Senkrechten  hervor.     Dieselben  heissen: 
^.3  =  :2  2/  (y.  —  ^3)  +  2 X  (x,  ~  X,)  —  y,'  +  y,^  —  X,' +  X,'  =  0. 
^23  =  2  2/  iy,  —y,)  +  2x{x,  —  x^)  —  y^'  +  y^'  —  x,'  +  X,;-  =  0. 

Wir  betrachten  jetzt  2  x  und  2  y  als  Variablen  dieser  drei  Glei- 
chungen.    Ihre  Determinante  verschwindet. 

Elfte  Aufgabe.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  sich  die  drei 
Höhen  eines  Dreiecks  in  dem  nämlichen  Punkte  durchschneiden. 

Die  Ecken  des  Dreiecks  sind:   x^  y^ ,  x^y^.  x^y^.     Die  Höhe 
aus  der  Ecke  1  auf  die  Seite  (2—3)  hat  dann  die  Gleichung: 
^^.  =y(y2  —  Vz)  +  x{x^  —  x^)  —  yty^+  y.  y^  —  x^x^+  a-,  x^  ==  0. 

Werden  die  Indices  l  und  2,  sowie  1  und  3  vertauscht,  so  gehen 
daraus  die  Gleichungen  der  beiden  anderen  Höhen  hervor: 

1^2  =  y  (2/f  —  Vs)  -i-  oc(x,  —  X,)  —  2/2  y,  4-  2/2  2/3  —  ^2  ^1  +  ^2  ^8  =  0. 
^4  =  «/ (2/2  —  .Vi)  +  oc{x,  —  x^)  —  y, y,  +  y, ^i  —  ^3  •^'2  +  oc,x^=  0. 
Es  ist  nicht  schwer  nachzuweisen,  dass  die  Determinante  dieser 
drei  Gleichungen  verschwindet. 

Z  w  ö  1  f  t  e  Aufgab  e.  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  drei 
Winkelhalbirungslinien  eines  Dreiecks  durch  einen  und  densell)en 
Punkt  gehen. 
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Für  (liosc  Auliiabe  ist  os  zweckmässig,  die  (iloicliunj::on  der 
drei  Seiten,  als  in  der  NornuUform  gegeben,  iinznnelnnen.  und  zwar 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systenis  innerliall)  des  Dreiecks  liege.     Sie  heissen  dann: 

jS\  =  X  cos  «1  -|-  y  sin  «,  —  jh  =  0 
Ni  =  X  cos  «2  +  y  sin  u.^  —  p.,  —  0 
Ns  =  X  cos  «3  +  y  sin  «s  —  ]h  =  0. 

Den  Winkelhalbirungslinien  entsprechen  dann  die  folgenden  (ilei- 
chungen : 

}\\ 2  =  ^',  —  iVj  =  a; (cos «,  —  cos a»)  -f  y  (sin «, — sin  a^) — (2h  - ]h)  =  0. 
W,  a  =  Ni  —  iVs = X  (cos  «1  —  cos  «s)  +  V  (sin  «i  —  sin  «3)  —  {2>i—2h)  =  0. 
'H-'^j  3=Ni  —  N3  =  a;(cos  a^  —  cos  «3)  +  y  (sin  «2  —  sin  «3)  — iih—Ps)  =  0. 

Der  Beweis,  dass  die  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  ver- 
schwindet, ist  äusserst  leicht.  Multiplicirt  man  übrigens  die  zweite 
(ileichung  mit  — 1,  so  verschwindet  die  Summe  der  drei  Gleichungen 
identisch.     Dasselbe  ist  auch  bei  den  symbolischen  Formen: 

N,  —  N,=0;    Ns-N,  =  0:    N,  —  Ns  =  0 
der  Fall,  deren  Summe  ebenfalls  identisch  gleich  Null  ist. 

Dreizehnte  Aufgabe.  Ein  Punkt  und  eine  gerade  Linie 
sind  gegeben.  Die  Gleichung  der  Geraden  soll  gefunden  werden, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  parallel  oder  senkrecht  zur 
gegebenen  gelegt  ist. 

Die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  Xi  y^ ,  die 
Gleichung  der  gegebenen  Geraden  mag  A-^x  -\-  B^y  -\-  Ci  =  (i 
heissen.    Verstehen  wir  unter: 

1)     Ax  +  By^-G  =  0 
die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden,  so  bleibt  A^  B,  C  noch  zu 
bestimmen.      Da   dieselbe  durch  Xi  y^   geht,    so  besteht  die  Be- 
dingungsgleichung : 

2)    Ax,  Jr  By,  +  C  =  0 
und  da  sie  ferner  parallel  zur  gegebenen  ist,  so  muss  auch 

3)    AB,  —  AyB  =  Q 
sein.    Sollen  diese  drei  Gleichungen  für  A^  B  und  6' zugleich  be- 
stehen können,  so  muss: 


X 

y 

1 

Xr 

Vi 

1 

B, 

-A, 

0 

=  0 
sein.    Die  aufgelöste  Determinante  ist  die  gesuchte  Gleichung. 
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Soll  die   gosuchto  Gerade   senkrecht   zur  jjjesebenen  sein,    so 
ändert  sich  nur  die  dritte  liediiigungsgleichung'  und  geht  über  in: 

4)     AA^  -\-  BB,  =  0, 

und  damit  wandelt  sich  auch  die  Determinante  in  die  folgende  um: 

1  I 


x       y 

A,     7?, 

Beispiel.     Wenn  .Ti  =  2 ,  y^  =  5   und   4  .t'  -f  'j  y  —  1 2  =  U  ge- 
geben sind,  so  ist: 

X      y       l  \  X      y       l 

2       5       1      =  0;        2       5       1=0. 

7  — 4       0  !  4       7       0 


1      =  0. 
0 


Es  ist  ix-i-ly  —  4:3  =  0  die  Parallele,  und  Ix  —  4y  -\-  0  =  0 
die  Senkrechte. 

Vierzehnte   Aufgabe.     Die    Seiten   eines   Dreiecks   sind 
durch  ihre  Gleichungen: 

L^  =  A,x-i-B,y-\-  C.  =  0 
L^  =  A,x  i-  B,y  i-  C,  =  0 

L,^A,x-\-B,yi-C,  =  0 

gegeben.  Durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  soll  eine 
Gerade  gelegt  werden,  welche  zur  dritten  senkrecht  oder  parallel 
ist,  wie  heisst  ihre  Gleichung? 

Die  Gleichung  einer  jeden  Geraden,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt von  Li  mit  L.  geht,  ist  von  der  Form : 

1)    {A,x-\-  B,y  +  a)  +  /.{A,x+  B,y  +  Q  =  0. 

Die  besondere  Lage  dieser  neuen  Geraden  wird  durch  die  Wahl 
des  Factors  A  bestimmt.  Soll  sie  senkrecht  zur  dritten  sein,  so 
muss  das  Produkt  der  Coefficienten  von  x  plus  dem  Produkt  der 
Coefficienten  von  y  gleich  Null  sein,  oder  es  muss  die  Relation 
bestehen:  (ylj  +  l  A2)  As  +  (/?i  -f-  ^  B^)  Bs  =  0.  Diese  Rela- 
tion bringen  wir  auf  die  Form: 

2)    (A,  /I3  +  iA  B,)  +  Ä  (.1.  A,  +  B,  B,)  =  0. 

Sollen  die  Gleichungen  1)  und  2)  für  den  niimlichen  Werth  von 
Ä  bestehen  können,  so  muss  ihre  Determinante  verschwinden : 

\{A,x  +  B,y  +  CO         {A,x^  B.y-]-  C,)     ^ 
!      (A,  A,  -[- B,  B,)  {A,  A,  -\-  B,  7i, 
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Soll   dagegen   diese   neue  Linie  nicht  senkrecht,    sondern  parallel 
zur  dritten  sein,  so  ist  nothwendig,  dass 

:0    (.1.  B,,  -  vi,  h\)  +  l  (A,  Jh  -  Ä.,  B,)  --=  0. 

Wird  diese  Relation  mit  der  ersten  verbunden,   so   gcdit   folgende 

(Jleichung  daraus  hervor: 

iA,x  +  B,p  +  C,)         ül.iy„-yl,L',) 
(.-1,  .r  4-  B,  X  +  a)  {A,  B,  ~  J,  B,) 

Beispiel:    L,  =  3a;  — 4?/ +  14  =  0;    />,  =  2a; -f  3y  —  19  =-- 0; 

L^  =a;+  Gy  —  0  =  0. 


=  0. 


(3  a;  — 4?/  -f  14),  —21 
(2a;+ 3//— 19),       20 


0; 


(3  a;-  4?/  +  14),   22 
(2a;+3//-19),      9 


0, 


oder:      102  x  —  17  ?/  -  1 19  =0    und    17  x  +  102 ;//  —  544  =  0 
sind  die  Gleichungen  der  Senkrechten  und  der  Parallelen. 

Fünfzehnte  Aufgabe.  Man  soll  beweisen,  dass  die  Po- 
lare eines  Kreises  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  wenn  der 
Pol  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegt. 

Die  Gleichung  des  Kreises  sei  x"^  -{■  }f  —  r'^  =  0.  Wir  wählen 
zwei  feste  Punkte  a,  ß^ ,  «^  ß.^  und  einen  beweglichen  « ß.  Die 
Gleichungen  der  Polaren,  welche  durch  diese  drei  Punkte  zu  dem 
Kreise  gezogen  werden,  heissen: 

xcc    -]-  y  ß   —  r^  =^  Q 

«  «1  +  y  ßi  —  >'^  =  <> 

a;  «2  +  .'/  ß-.  —  *''  =  0, 
wozu  bemerkt  wird,  dass  x  y  die  Variablen  der  Gleichungen  sind, 
während  aß,  ciyß^^  cx^ß^  als  durch  Wahl  bestimmte  Constanten 
anzusehen  sind.  Sollen  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  bleiben, 
d.  h.  « ß  auf  der  geraden  Verbindung  der  beiden  anderen  Pole 
sich  bewegen,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein  : 

cc        ß  \ 

a,        /?.  1     =0. 

«2        ß.  1 

Wird  die  letzte  Colonne  mit  — r"^  multiplicirt,  so  erhält  man: 

a       ß      —r' 

a,       ß,     -r'     -0, 

«2  ß2  —  »•' 

oder  die  Bedingung  dafür,  dass  die  bewegliche  Polare  stets  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  festen  geht. 
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Sechszehiite  Aufgabe.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  (lic  (Irel 
Chordaleii  dreier  Kreise  durch  den  nändichon  Punkt  gehen. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Gleichungen  der  drei  Kreise  seien 
in  der  folgenden  Form  gegeben: 

K,  =  x*  +  f  +  '».  X  +  n,  y  +  y>,  =  (J 
K.i  =  X-  +  1/  +  w»2  ^  +  ^h  y  +  2^i  =^ 
K^  =  x""  -f-  //'  +  w?3  a;  +  W3  ?/  +  i^s  =  0. 

Zieht  man  die  Gleichungen  zweier  Kreise  von  einander  ab,  so 
erhält  man  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Schneiden  sich 
die  Kreise,  so  ist  diese  Gerade  die  gemeinschaftliche  Sehne,  all- 
gemein heisst  sie  Chordale.  Hiernach  sind  die  Gleichungen  der 
drei  Chordalen : 

C,2  =  Ä',  —  K^=  im,  -  m^)x  -\-  («,  —  »,)  y  +  {p,  —  p^)  =  0 
C'3,  =  K,  —  K,  =  {m,  —  m,)x  +  (»3  —n,)y  +  (a  —  i>.)  =  0 
t'23  =  Kl  —  K,  =  {m^  -  »«3)  X  +  («2  ~n,)y  -i-  (p,  —p,)  =  0. 

Dass  die  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  verschwindet,  kann 
leicht  nachgewiesen  werden. 

Ein  noch  kürzerer  Beweis  ist  der  folgende:  In  syml)olischer 
Form  heissen  die  Gleichungen  der  drei  Chordalen :  K^  —  K^=^  0, 
K^  —  K3  =  0,  K3  —  Z,  =  0.  Da  diese  Summe  identisch  ver- 
schwindet, so  gehen  die  drei  Geraden  durch  den  nämlichen  Punkt. 

Siebenzehnte  Aufgabe.  Ein  Kreis  ist  durch  drei  seiner 
Punkte  gegeben.     Man  soll  seine  Gleichung  aufstellen. 

Die  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  sollen  x^  y^ ,  x.^  y^ ,  x^  y^ 
sein.     Die  allgemeinste  Form  der  Kreisgleichung  heisst: 

Ij  A{x'  +  y')  -^  Bx  -^  Cy  +  B  =  0. 

Soll  dieser  Kreis  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen,  so  müssen 
die  Con.stanten  A.  Ti,  C,  D  folgenden  Bedingungen  entsprechen: 

2)  A(x,'  +  y,')  +  Bx,-{  Cy,+D  =  0 

3)  A{x,'-}-y,')  +  Bx,  +  Cy,  +  D  =  0 

4)  A  (X,'  +  ^3')  +  Bx,  i-Cy,-j-D  =  0. 

Das  gleichzeitige  Bestehen  dieser  vier  homogenen  Gleichungen  be- 
dingt (Ins  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


=  0. 


ix'  H-  y') 

X 

y 

1 

(x,'+y^') 

X, 

?/. 

1 

{x,'+y/) 

X, 

?/. 

1 

ix^'+y-/) 

^3 

.Va 

l 
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Der  gemoinsanie  Cocfticient  von  x"^  und  //'  ist  die  Unterdetor- 
iiiinnnte : 

X,        Hl        1 
a^s        //s         1 

Verschwindet  diese,  so  fallen  in  der  entwickelten  Determinante 
die  (luadratischen  Glieder  weg  und  die  (ileicliung  ist  nur  noch 
vom  ersten  Grade.  Sie  bedeutet  dann  eine  j;eiade  Linie.  Das 
Verschwinden  dieser  Unterdeterniinante  ist  aber  auch  die  ]5ediiigung 
dafür,  dass  die  drei  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen. 

Achtzehnte  Aufgabe.  Durch  drei  Punkte  eines  Kreises 
sind  Tangenten  gelegt  und  die  Pocken  des  Tangentendreiecks  mit 
den  gegenüber  liegenden  Berührungspunkten  verbunden.  Zu  be- 
weisen, dass  sich  diese  drei  Transversalen  in  einem  einzigen  Punkte 
schneiden. 

Die  Gleichung  des  Kreises  soll  x"^  -\-  //'^  —  r^  ==  0  heissen,  die 

gegebenen  Berührungspunkte  sollen   x^  //, ,   x^  y^ ,  x^  y^  sein.    Den 

drei  Tangenten  entsprechen  dann  die  (üleichungen: 

t,=x,x-\-y,y—r''  =  0 

t^=  x^x  +  y^y  ~r^  =  0 

f^=  x^x  +  y,  y  —  r'  =  0. 

Die  Gleichung  derjenigen  Transversalen ,  welche  den  Berührungs- 
punkt v^  y^  mit  dem  Schnittpunkt  von  t^  mit  t^  verbindet,  hat 
die  Gleichung: 

M,  =  ^2  +  A  ^3  =  {x^  X  +  v/,  //  —  r')  -\-  l{XsX-r  y^  y  —  r')  =  0, 

worin  /  ein  noch  nicht  bestimmter  Factor  ist.  Dieser  muss  der 
Bedingung  gemäss  gewählt  werden,  dass  u^  durch  x^  y,  gehen 
soll,  d.  h.  es  muss  sein : 

{x,  x^  +  y,  y,  —  r')  -f  l  (x,  x^  +  .'/,  fh  —  ^'1  =  0, 


oder :  A  =  — 


^1  ^2  +  Ih  Ih  —  »'^  _  ^y^2/i 


.Tj  Xg  -f-  V/j  //j        T  V'3)xi  2/i 

Wird  dieser  Werth  in  m,  substituirt,  so  erhält  man: 

u,  ={x^x  +  y,y  —  r')  .  (x,  x^  +  y,  y^  —r')  —  (x  x,  +  yy,  —  r') 

.  (x^  x^  +  «/,  2/2  — ^')  =  0, 
oder  in  symbolischer  Form: 

Wird  Index  1  mit  2,  sowie  auch  mit  3  vertauscht,  so  erhält  man 
die  beiden  anderen  Transversalen. 
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Zur  Abkürzung  wollen  wir  setzen: 

ih)x.,  ?/j  =  ('2)0:3  ya  ="  <^  i       ('3)0;,  t/,  =  ('1  )x3  2/3  =  '^  '^ 

Unsere  drei  Gleichungen  gestalten  sich  jetzt  folgendcmiassen : 
«,  =       0  .t\-h.f,+  c.f,  =  0 
?(j  =       a  .  t^  +  0  .  f^  —  c  .  f^  =  0 
n^  =  —  a  .  t,  +  h  .  f,  -\-  0  .  f,  =  (). 

Weil  die  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  verschwindet, 
gehen  die  drei  Transversalen  durch  den  nämlichen  Punkt. 

Neunzehnte  Aufgabe.  Wird  an  eine  Parabel  durch  den 
Punkt  a\  //,  eine  Tangente  gelegt  und  vom  Brennpunkt  eine  Senk- 
rechte zu  dieser  Tangente  gezogen,  so  schneiden  sich  beide  auf 
der  durch  den  Scheitel  der  Curve  gezogenen  Tangente. 

Ist  i/'  —  •22)x  =  0  die  Parabelgleichung,  so  heisst  die  Glei- 
chung einer  durch  ;r,  //j  gezogenen  Tangente : 

1)    .'///.  —px—px,  =0. 
Die  Gleichung  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt  nach  dieser  Tan- 
gente heisst : 

2)     2pi/  +  2y,  x—py,  =  0. 

In  dem  gewählten  Systeme  fällt  die  Scheiteltangente  mit  der  y  = 
Achse  zusammen  und  hat  die  Gleichung: 

3)  X  =  0. 

Diese  drei  Geraden   gehen  stets  durch  den  nämlichen  Punkt,  weil 
ihre  Determinante: 


=  0. 


Zwanzigste  Aufgabe.  Durch  drei  Punkte  einer  Parabel, 
■^1  Vi  5  ^2  ?/» 1  -^s  V»  ^^"'l  Tangenten  gelegt.  ]Man  soll  beweisen, 
dass  das  Dreieck,  welches  von  diesen  Tangenten  eingeschlossen 
wird,  an  Fläche  halb  so  gross  ist,  als  das  Dreieck,  welches  ent- 
steht, wenn  man  die  drei  Berührungspunkte  verbindet. 

Wird  /y*  =  2p  x  als  Parabelgleichung  angenommen,  so  können 
die  Ab.scissen  der  Berührungspunkte  durch: 

6* 


Vi 

—p 

—px. 

\p 

22/. 

-py. 

0 

1 

0 
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ausgedrückt,   werdon,    und    dann    linden 
Sehnendieiecks  folgenden  Ausdruck : 


F  = 


J 
^p 


=■       2  p 

wir  für  die   Fläclie   des 


Um  eine  Formel  für  das  zwischen  den  Tangenten  gelegene  Dreieck 
aufstellen  zu  können,  stellen  wir  zuerst  die  rilcichungen  dieser 
Tangenten  her.    Sie  heissen  : 

1)  px  —  !i^  II  +^>.f,  =  0 

2)  px  —  y.,  II  +  px^  =0 

3)  px  —  ;//3  //  +  p x^  =  0. 

Sieht  man  vom  Vorzeichen  ab,  so  gestaltet  sich  die  Fläche  des 
eingeschlossenen  Dreiecks  nach  Aufgabe  G  folgendermassen : 


/'  = 


p     -y,    px, 
p     —y^    p  x^ 


P  -Vi      P  -Vx   .   P  -ih 

P  -Vi       P  -Vs     \p  -?/3 

Daraus  ergibt  sich  durch  Division: 

Vi '  lU     1 

2/3*  Vz     1 


«/. 

'  y. 

1 

2 

1 

^p 

2/3'        ?/3          1 

y.   1 

y.   1 

^2  1 

y.  1 

2/3   1 

!/3       1 

F 


(yi'-y^'),  (?/.-. ^2)  ^ 
(y.'-y.n,  iy.-y.)  0 

2/3'  ?/3  1 


(2/1—2/2)  (Pi—ys)  iy^—yz) 


iyz'-yz^)^  (y^-yz) 


1 

-^     (2/1—2/2)  (2/1—2/3)  (2/ 


2/3) 


{Vx—y^)  (2/1—2/3)  (2/2 

1 

(2/1+2/2),    1 

2 

(y^+yz)^    1 

.«/s) 


(2/1— .2/3) 

Einundzwanzigste  Aufgabe.  Es  soll  die  Bedingung 
dafür  aufgefunden  werden,  dass  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  Variablen  zwei  gerade  Linien  bedeutet. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  mag  heissen: 

1)  Ax' +  2Bxy  +  Cii'+  2Dx+2Ey  +  F=0. 
Die    Gleichung    einer    Geraden   mag   hier    von    der   Form    sein: 
u  X  -\-  vy  -\-  1  =  0,    worin  x  y  die   Variablen    sind.     Zwei   be- 
stimmten geraden  Linien  entsprechen  mithin  die  Gleichungen: 

2)  u^x  +  v^y  +  l  =0;  3)    u^x -}- v^y -{•  l  =  0. 
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Soll  1)  diese  beiden  Geraden  vorstellen,  so  niuss  sie  dem  Produkt 
dieser  beiden  Gleichungen  identisch  ^deich  sein,  und  wir  erhalten- 
wenn  wir  einen  etwa  we^^gefallenen  genieinschaft liehen  Kactur  noch 
zufügen,  die  folgende  Relation : 

Ax^  +  2Bx!/  +  C.v'  +  -27)./  +  2^//  -\-  F  = 
X  (n^  X  +  i\  //  4-  1)  .  (»,.  J'  +  '"..  //  +  1), 
und  daraus  durch  Vergleich  nachstehende  Gleichungen: 

Ä  =  ~  (n,  u^  +  «,  ?'<,);       ^  =  ^  <'*'i  +  "2) 


B 


y  («,  t',  +  i\  »,);       E  =  .;  (r,  +  i\) 


C=fii\r,  4-  i\r,)-         F  =  y(l  +  1). 

PiS  kommt  nun  darauf  an,  aus  diesen  sechs  Gleichungen  die  noch 
unbestimmten  Constanten  /.  //, .  i\  .  n^,  i\  zu  eliminiren,  um  so 
eine  Bediniiungsgleichung  zwischen  den  Constanten  der  gegebenen 
Gleichung  zu  erhalten.  Verstehen  wir  unter  ./■,  //,  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden,  so  bestehen  die  Bedingungsgleichungen : 

4.)     u,  X,  +  '•,  //i  +  1=0:  .j)     u,  X,  +  r,  //,  +  1=0. 

Dui-ch  Multiplicationen  mit  den  Werthen  x^  //,  und  geeignete  Ver- 
bindungen erhält  man  nachstellende  Gleichungen : 

A ./•,  -[■  Bji,  -\-  D  =  ^[/f,  iu.,  ./■.  +  i\  !j,  4- 1  j  +  ti.,  («,  .'■,  +  i\  //.  +  D] 
Bx,  -f-  6'//,  +  E  =  4[r.  (".  ■^■.  +  '•...  //.  +  1)  +  '•.  (".  •'•,  +  ?',  .'/■  +  1 )] 

Dx,  +  Elf,  +  F  =  — [i',  (u, X,  +  V,  //,  +1)4- ''.(«.  i\  +  i\ .'/.  +  1 )]. 

In  diesen  drei  Gleichungen  verschwinden  die  rechten  Seiten  in 
Folge  der  Relationen  4)  und  5),  und  wir  erhalten : 

Ax,  +  B  !i,  4-  B  =  0 
JBa:,  +  (7//,  +  E=  0 
Dj;,  +  Eji,  +  F  =  0. 

Sollen  endlich  diese  drei  (Jleichungen  zusammen  zwischen  ./•,  //, 
möglich  .sein,  so  nniss  ihre  Determinante  verschwinden,  und  s(t 
entsteht  die  Bedingung: 

ABB 

B       C       E 

D       E       F 


gf,  Anwendimg  auf  analytische  Geometrie. 

Z  w  c  i  u  n  (1  /  w  a  n  z  i  j»' s  t  o  A  ii  f  ii  a  b  c.  Es  soll  die  Redingiins 
dafür  aufgestellt  werden,  dass  eine  ,i>eii;ebenc  (ierade  einen  gege- 
l)encn  Kejielschnitt  berührt. 

Die  allij;eineine  Gleichung  eines  Kegelschnittes  heisst: 

a  x'  -\-  2bxij  -\-  vf  +  2dx  -\-  2  c  y  -^  f  =  0.  (90) 

Sind  ./,  //,  und  .r.^  if.,  zwei  gegebene  Punkte,  so  kann  nach  (S4)  ihre 
Verbindungslinie  auch  durch  die  folgenden  Gleichungen  dargestellt 
werden : 

Um  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  zu  erhalten,  in  welchen  diese 
Gerade  den  Kegelschnitt  durchschneidet,  muss  man  diejenigen 
Wertlie  von  /.  ermitteln,  welche,  wenn  sie  in  (91)  substituirt 
werden,  x  und  ?/  zu  den  gesuchten  Schnittpunktscoordinaten  machen, 
und  dieser  Ermittelung  wegen  setzen  wir  für  x  und  y  die  Werthe 
aus  (91)  in  die  (ileichung  des  Kegelschnittes.    So  entsteht: 

a(x,  +  lx,y  4  2b(x,  +  ).x,)  iy,  +  /.?/,)  +  c(»/.  +  ly,)'  (92) 
+  2d{x,  +  Ix,)  (l  +  /.)  +  2e(>/.  +  /y,)  (1  +  l)  -f  f{\  +  A)^  =  0, 
oder  nach  X  geordnet: 

AV  -]-2B  1  +  0  =  0.    indem  (93) 

B  =  {ax^  4-  hy,  +  d)x^  4-  ihx,  +  cy^  +  e)y^  +  dx,  +  ey,  4-  /', 
G  =  ax,'-\-Ux,y,  4-  c?//^  4- 2r?a-,  4- 2e.y,  + /: 

Löst  man  die  Gleichung  (93)  für  A  auf,  so  erhält  man  diejenigen 
Werthe,  welche  den  gesuchten  Schnittpunkten  entsprechen  und 
nur  noch  in  (91)  substituirt  werden  müssen,  um  deren  Coordinaten 
zu  erhalten.  Soll  die  durch  x^  y^ ,  x^  y^  gelegte  Linie  den  Kegel- 
schnitt berühren,  so  müssen  die  beiden  Schnittpunkte  zusammen- 
fjillen  und  demgemäss  die  beiden  Werthe  für  /  gleich  werden, 
und  dann  muss  B'^  —  AC  =  0  sein.  Diese  Gleichung  enthält 
demnach  die  Bedingung  dafür ,  dass  die  beiden  Punkte  x^  y^  und 
x^  y,  so  liegen ,  dass  ihre  Verbindungslinie  die  Curve  berührt. 
Ist  weiter  x^  y^  der  Berührungspunkt,  so  müssen  diese  Coordinaten- 
werthe  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  befriedigen ,  d.  h.  (7  =  0 
machen.  Dann  muss  aber  auch  B  =  0  sein,  wenn  B^  —  4  J.  C 
verschwinden  soll.  Denken  wir  uns  a:,  y^  als  Berührungspunkt  be- 
stimmt gewählt,  so  hegen  alle  zweiten  Punkte,  welche  mit  Xt  y^ 
der  Bedingung  B  =  0  genügen .  auf  der  durch  x^  ?/,  gehenden 
Tangente,  und  wir  dürfen  B  =  0  als  die  Gleichung  dieser  Tangente 
ansehen ,  indem  x^  y^  die  Variableu  bedeuten.     Setzen  wir  statt 
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iliier  xy ,  so  heisst  die  Gleichung  der  durch  x^  y^  gezogenen 
Tangente  wie  folgt: 

(ax,  -f  6/A  -\-d)x-\-  (bx,  +  €>/,  -f-  tj)y  +  dx,  +  cy,  +  /  =  0.  (04) 
Soll  endlich  die  gegebene  Gerade: 

m  X  -\-  n  y  -\-  j)  =  0  (95) 

mit  einer  solchen  Tangente  znsaninienfallen,  so  nnissen  die  liid\en 
Seiten  der  (TJoichungen  (!)4)  und  ('.)'»)  entweder  identisch  gleich 
sein  oder  es  werden,  wenn  ein  etwa  weggefallener  gemeinsamer 
Factor  wieder  zugefügt  wird.  Bezeichnen  wir  diesen  durch  ii,  so 
entsteht  die  folgende  Identität: 

{ax,  +  by^-j-d)x-^  (b  x^ -{-  c  y^  +  e)  y  -}-  d  x^  -\-  cy,  +  f 
=  ^{mx  -]-  ny  -^  p), 
und  daraus  gehen  wieder  durch  Vergleich  die  folgenden  Gleichungen 
hervor:  '  j^    ax, +hy,  ^  d—mn  =  0 

2)  b  x,  +  c  y,  -^  (■  —  nji  =  0 

3)  dx,+ey,-\rf  —  p  u  =  0. 

Da  die  gegebene  Gerade  auch  durch  den  Punkt  x^  y^  gehen  muss, 
wenn  sie  mit  der  Tangente  zusammenfallen  soll,  so  besteht  die 
weitere  Gleichung: 

4)    ni  x^  -\-  ny^  +  p  =  0. 

Die  Möglichkeit,  dass  diese  vier  Gleichungen  zwischen  den  drei 
Unbekannten  ./;, .  ?/,  und  n  zugleich  bestehen  können,  wird  durch 
das  Verschwinden  der  nachstehenden  Determinante  bedingt: 

a       b      d   —m 

b       c       c  — H 

d       e       f  —p 

m     n      i>       0 


=  0.  (yfi) 


§.  18.    Anwendung  der  Determinanten  auf  algebraische  Entwickelungen. 

E 1  i  m  i  n  a  t  i  0  n  einer  Variablen  aus  zwei  G 1  e  i  c  h  u  n  - 
gen  h()heren  Grades.  Resultante.  Es  ist  denkbar,  dass 
zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  durch  den  nändichen 
Werth  der  Unbekannten  befriedigt  werden.  Kntnininit  man  die 
gemeinsame  Wurzel  aus  der  einen  (üeichung,  substituirt  sie  in  die 
andere  und  bringt  diese  auf  rationale,  ganze  Form,  so  entsteht 
diejenige  Verbindung  der  Constanten,  deren  Verschwinden  uns 
anzeigt,  dass  die  beiden  Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel 
besitzen.      Die   erwähnte   Verbindung    wird    Resultante    genannt. 
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Dieses  Vorfiiliron  zur  Herst elliinj;'  der  Resultante  begegnet  jedoch, 
Schwierigkeiten,  wenn  die  gegebenen  (ileichungen  beide  von 
höliereni  (irade  sind.  Wir  wölken  desshalb  an  (Umu  Beispiel  einer 
Gleichung  des  dritten  und  einer  des  zweiten  Grades  eine  andere 
Methode  kennen  lernen,  nach  welcher  die  Resultante  immer  her- 
zustellen ist.     Ks  seien  gegeben: 


(97) 


ax^  +  hx'  -}-  cx-\-fl  =  0 

ax^  -\-  ßx  -{-  y  =  0. 

Da  .1-  hier  nur  die  gemeinsame  Wurzel  bedeutet,  so  dürfen  .die 
gleich  hohen  Potenzen  von  x  in  beiden  Gleichungen  als  gleich- 
werthig  angesehen  werden.  Durch  i\Iulti])lication  der  ei'sten  mit  x 
und  1,  der  zweiten  mit  x^  x  und  1  erhält  man  die  fünf  Gleichungen: 

a  X*  -\-  b  x^  -\-  c  x^  -\-  d  X  =0 


ax'  i-b x'  +  cx-\-  (1  =  0 


(08) 


ax*+ßx'  +  yx^  =0 

ax^  -{-  ßx^  -{-  yx  =  0 

a  x^  -{-  ßx  -\-  7  =  0, 

in  welchen  wir  x*,  x^,  x'^  durch  ^,  m,  v  ersetzen  und  so  fünf  lineare 
(Gleichungen  zwischen  nur  vier  Unbekannten  erhalten ,  deren  De- 
terminante verschwinden  muss,  weil  der  Voraussetzung  gemäss  die 
Gleichungen  zusammen  bestehen  können.  Diese  Determinante, 
deren  Verschwinden  die  Existenz  einer  gemeinsamen  Wurzel  an- 
zeigt, ist  die  Resultante: 


a 

h 

c 

d 

0 

0 

a 

b 

c 

d 

a 

ß 

y 

0 

0 

0 

t< 

ß 

7 

0 

0 

0 

a 

ß 

7 

=  0. 


(9!)) 


Um  ferner  auch  die  gemeinsame  Wurzel  selbst  aufzusuchen, 
geben  wir  der   zweiten,  vierten   und   fünften   Gleichung  folgende 

^^0^'"^^"  '•  {ax  +  b)x'-^cx  +  d  =  Ö 

(ax-{-ß)x^-{-  yx         =0  (lOü) 

ax^  -i-  ßx-\-  y  =0. 

Diese  drei  (jlleichungen  zwischen  den  Unbekannten  x^  und  x  können 
nur  zugleich  bestehen,  wenn  x  so  gewählt  ist,  dass  die  folgende 
Determinante  verschwindet : 

(a  x  -f  b)        c        d 

{ux-^  ß)        y        0    =  0.  (101) 

«  ß      y 
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Sie  zerfällt  nach  ^.  1 1  in  die  nachfolgenden  Theile,  aus  welchen  x 
leicht  zu  finden  ist : 

,  a     c     (l  h     c     (l 

\cc     Y    o\x  +    ß    y    0    =  (-). 

\o    ß    y\  I«    ;?     ;' 

Sx'-\-  5a:'  — 20x4-^  =  0 
ix'—    nx-f2  =  0. 


(  KU 


Beispiel 


3 

5  — 

-20         8 

0 

0 

8 

5  —26 

8 

Res.  = 

4 

-9 

2         0 

ü 

=  0. 

0 

4 

-9         2 

0 

0 

0 

4     -9 

2 

o  —  2(i 

8 

.3  —20 

8  ' 

4         2 

0 

x  + 

'  —9         2 

0      =  (J 

0     —9 

2 

4     -9 

> 

Die  gemeinsarae  Wurzel  ist  x  =  2. 

I)i(;  entwickelte  Methode  kann  oluie  Schwierigkeiten  auf  zwei 
(ileichunuen  von  den  beliehigen  Graden  m  und  ii  übertrafen  wer- 
den. Man  niultiplicirt  dann  die  erste  nach  einander  mit  x"~\ 
x"~''.  .  .  .  X,  1 ,  die  zweite  mit  a;™"',  x"^'^ /;.  1  und  er- 
hält so  {m  -f-  n)  Gleichungen  zwischen  den  einzelnen  varia])len 
Grössen:  x""""""'.  x™"^""- r.  1 ,  deren  Determinante  ver- 
schwinden muss,  weil  x  in  allen  Gleichungen  den  nämlichen  Werth 
bedeutet. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Gleichungen  von 
gleich  hohem,  z.  B.  dem  dritten  Grade  sind,  kann  iln-e  Resultante 
in  einfacherer  Form  dargestellt  werden.     Die  Gleichungen: 

a  x^  -\- h  x"^  -{-  c  X  -\-  d  =  <J 
a,  x^  +  ^,  a:'  -f  c,  X  +  '^i  =  0 

gehen    durch    die   angezeigten    Multiplicationen 
System  über: 

a  x'  +  h  x*  +  c  x'  +  d  x' 

a  X*  -{-b  .r'  -|-  c  x^  -f  d  x 

a  ./•'  -f  6  .c'  4-  c  x  -f  r/  =  0 

a,x'  +  h,  x'  -j-  c,  x'  -f  rf,  x^  =  0 

a,  X*  -\-  6,  x'  +  c,  x*  -h  r/,  X  =  0 

a,  x^  -\-  h^x'*  -\-  c^x  -\-  r/,  =  0, 


ni    (las 


=  0 
=  0 


(103) 
folgende 


(104) 
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(icron  Resultante  lieisst: 


Res. 


a 
0 
0 

«. 
0 
0 


(105) 


/um   /weck   der  Tmnsfornmtion   stellen   wir   die   füllende  Deter- 
minante*) auf: 


J 


(1  ()(;') 


^ 

^. 

ä. 

0       0 

-1 

Ci 

d. 

0 

0  —1 

0 

ä. 

0 

0 

-1       0 

0 

-c  —d 

—d      0      0  —1 

^Vird  zuerst  J  in  Produkte  aus  correspondirenden  Determinanten 
dritten  Grades  zerlegt,  so  verschwindet  nur  ein  einziges  nicht, 
und  wir  finden: 


J== 


Werden  nun  (105)  und  (lOG)  mit  einander  multiidicirt,  so  erhält 
man  nach  vollständiger  Reduction  das  Produkt  unter  folgender 
Gestalt : 

(a &,—«!&),  (af, -«,t').  {ad^—a^d)     0      0       a^ 

{ac^—a^c),{ad^—a^d)  +  (hc^—h^c),{hd^  —  b^d)     0  —a^—b^ 
(a f?,  —a^d),  {b öJ,  —btd),  (c d^  -  c^ d)  —  «i  —  b^  —  c^ 

0  0  0  -b,  -c,  ~d, 

0  0  0  -Ct-d,     0 

0  0  O'         -f/,     0      0 

Auch  diese  Determinante  ist  einem  einzigien  Produkte  aus  zwei 
correspondirenden  gleich,  weil  die  übrigen  Produkte  bei  der  Zer- 
legung verschwinden.  Wird  (a6,  —(iib)  in  der  Form  des  Deter- 
minantensymbols  {abj  gesetzt  und  diese  Bezeichnungsweise  auch 
bei  den  übrigen  Theilen  durchgeführt,  so  entsteht: 


-r7/.  Res.=: 


I  (a&i)  (aCi)  (adi) 
—  d,\RGÄ.=  \(ac,)  (adj  +  ibc,)  (bd,) 
I  {ad,)          (bd,)  (cd,) 

*)  Nach  einer  Mittheilung  von  Prof.  Brill. 


-b,  -c,  ~d, 
-c,  -d,  0 
—d,      0       0 
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Dil  der  zweite  Factur  den  Wertli  (/,^  hat,  so  ergibt  sich: 
i  iah^)  (a(\)  iad^)\ 

Res.=  ~|(ar.)    (adj  +  ihc,)    {hdj'  (107) 

|(at/.)  {bd,)  {cd,)\ 

Verschwindet  diese  Determiiiante ,   so  haben  die  Gleichungen  eine 
gemeinsame  Wurzel. 

Unter  der  nändichen  Voraussetzung  können  auch  die  Deter- 
minanten (101)  und  (lO'ij  vereinfacht  werden.  Aus  (104)  ergeben 
sich  zur  Berechnung  von  x  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

{a  X  -\-  b)  x^  -i-  c  x^  -\-  d  X  =0 

ax''  -{-b  x'  +  c  X  -^  d  =  0 

(a,x  +  h,)x'  -h  c,x'  -^d,x  =0 

a,  .r'  +  b^x'  +  i\x  -\-  d,  -=  0, 

und  daraus  folgt  weiter: 

(a  X  +  b)  (■  d  0 

a  b  c  d 

{a,x  +  b,)  c.  d,  0 

«1  h  Ci  (^ 


(lOS) 


J. 


=  0, 


(loy) 


oder 


a 

c 

d 

0 

0 

b 

c 

d 

«. 

(\ 

(^ 

0 

0 

b. 

f. 

d 

x  + 


4 

c      d 
b      c 

b.      c. 


=  0. 


110) 


Wir   vereinigen   J,   und   J^   mit  der  folgenden  Determinante  zu 
Produkten : 


J.  - 


c, 

c7,     0 

0 

d, 

0      0      0 

c,     d. 

o-il_ 

—  c 

-d      0  —1 

d,     0 

-1   0 ; 

—d 

0—1      0 

(rt  (\  —  a^  c) 

{ad^  —a^d)        0     — a 

[bd^—b^d) 

U  d,  —  (\  d)     ~b^     —c 

0 

0                     —6',      — rf, 

0 

0              -(/,        0 

A 

•    A  = 

{ac^ 

{bd, 

) 

) 

-d,      0    ' 

Da  nun  J^  =  —  </, '  und  J^^d^^  ist,  so  folgt,  dass  J^  =  —  J^  ist. 


0-J 
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(a  i\)         (ar/,)  i 
l'',li('iis(>  linilot  iimn  iIimtIi  Multiplication: 

H^l^  — ^l^(l)-\-{hc^  — />,  C),    {l>d^  —  h^(l)    — «,   — /;, 


(111) 


/ 


J.J.= 


,  {cd^-c,d)  —b,  — c, 
0  —c,  — (1, 

0  -d,      0 


— c,  —d, 
—d.      0 


0 
0 

4 

(hd,)         ,     (Cf?.) 

Nun  ist  J^  =-  —  f/l^  -/^  =  (^^  also  J^  =  — 4,   oder: 

{ad,)-\-{hc,)       ihd,) 
{hdj  (cd,) 

Werden  -V,  und  J^  zu  einem  Produkt  verbunden  und  die  entspre- 
chenden Transformationen  ausgeführt,  so  gewinnt  man  dfe  Gleiclmng: 

(aci)a:+ («f/,)  +  {bci),   (ad^)  x  i- (bdi) 
(?>f?.)  <cd,) 

woraus  dann  x  leicht  zu  bereclnien  ist. 


J.= 


um 


=  0,        (.113) 


Zwei  g  1  e  i  c  li  e  Wurzeln  einer  höheren  Gleichung. 
Discriminante.  Die  nachfolgenden  Entwickelungen  gewinnen 
an  Einfachheit,  ohne  dass  ihre  allgemeine  Gültigkeit  beeinträchtigt 
wird ,  wenn  wir  sie  an  einer  Gleichung  von  bestinuntem  Grade 
ausfüliren,  und  wir  wählen  dazu  die  Gleichung  dritten  Grades: 


f{x)  =  a  x^  -f  3  h  x''  +  Sex  +  d  =  0. 


114) 


Es  darf  wohl  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  eine 
solche  Gleichung  durch  drei  Wurzelwerthe  befriedigt  werden  kann, 
und  dass  dieselben,  wenn  wir  die  Wurzeln  «,  /?,  y  nennen,  zu  den 
Constanten  der  Gleichung  in  folgender  Beziehung  stehen: 

_d 
a 


«4-/5+7  = 


—  ;  ßy  +  /«  +  «/5  =  ^;  (^ßy 


(115) 


Weiter  nehmen  wir  als  erwiesen  an.  dass  f{x)  auch  so  geschrieben 
werden  kann: 

f{x)  =  a{x  —  c()  ix  —  ß)  {x  —  y)  =  0. 

Wird  nun  in  (114)  der  Coefficient   eines  jeden  Gliedes  mit  dem 
Exponenten  multiplicirt ,   dieser  selbst  aber  um  1  vermindert,    so 
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entstellt    eine   neue   Funktion .    die   wir   ilie    abgeleitete    nennen 
wollen : 

f  ^x)  =  3  a x'  4-  (>  hx+  ■?>  c.  (110) 

Es  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  diese  abgeleitete  Funktion  auch 
so  geschrieben  werden  kann : 

f  (^)  =  a{{x  —  ß)  {x  —  r)  +  {x  —  y){x—a)-Y{x-  u)  {x  —  ß)] , 

und  dazu  führen  wir  nur  die  Multiplication  aus: 

/■'  (.,)  =  a  I  :;^;^-.  2  {a  Jrß^  v)  x  +  ßy  +  ;'  «  +  aß].     (117) 

Nach  Substitution  der  Wcrthe  aus  (115)  lässt  sich   die  Ueberein- 
stiniinung  der  beiden  Werthe  für  /"'  {x)  sofort  übersehen. 

Werden  nun  zwei  Wurzelwerthe  gleich,  z.  B.  y  =  et,  so  nennen 
wir  «  eine  doi)i)eIte  Wurzel  der  Gleichung  fix)  =  o.  Die  beiden 
Funktionen  gewinnen  alsdann  folgende  Gestalt: 

f\x)  =  a{x  —  «)'  {x  —  ß)  =  {) 
/•'  ix)  =  a  (x  —  «)    (3  X  —  «  —  2  ß), 

und  wir    erkennen   daraus,    dass   die    Doppelwurzel   «   auch   die 
Gleichung  /' (.c)  =  0  befriedigen,  also  auch  Wurzel  von: 


/■'  ix)  =  a  x'  +  2hx  +  c 


0 


(118) 


sein  nuiss.  Die  Bedingung  für  die  Existenz  einer  Doppelwurzel 
fällt  hiernach  zusammen  mit  derjenigen  für  das  Vorhandensein 
einer  gemeinsamen  Wurzel  in  /"(a:)  =  0  und  lf{x)  =  i).  und 
hiermit  ist  diese  Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zurückgeführt. 
Wird  (118)  mit  x  nuiltiplicirt  und  dann  von  (114)  abgezogen,  so 
hat  man  die  zwei  Gleichungen: 


ftx'-f  'lex -\- (1  =  0 
ax^  -h  2&a:  +  c  =  0, 

die  eine  gemeinsame  Wurzel  haben,  wenn: 

h    2c       d    0 


0 

b 

2  c 

d 

(l 

2  b 

c 

0 

0 

a 

2b 

c 

=  0. 


(119) 


(1  •_'()) 


Wie  früher,  nniltiplicncn  wir   / 

2  b       c      0       0 

c       0      0       0 

—2c  —d      0  —1 

—d       0—1       0 


mit  einer  weiteren  Determinante: 


J.  = 


2  h     c 
c     0 


0  — 1 
-1       0 


=  c 
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Man  findet; 


J.-J,= 


Anwendung  auf  Algebra.     Discrinainante. 

{2h^—2ac)  {hc  —  ad)  0      —a 

(hc  —  ad)  {2c'  —  2hd)  —a      —2h 

0                      0  —2b—c 

0                      0  — c          0 


I  {2b'  —  2ac)      {bc—ad) 

'■■'""!    (hc  —  ad)       {2r'—2hd) 


—2b   -c 
—c         0 


J.= 


(121) 


otlei'.  weil  J.,  =  c"  und  die  zweite  Deteiiiiinante  des  vorstehenden. 
Produktes  — r*  ist,  so  folgt: 

{2V  —  2ac)      {bc-ad) 
(bc  —  ad)      {2c'—2bd) 

Versclnvindet  .7,,  so  besitzt  /"U)  =  0  eine  zweifaclie  Wurzel. 

Um  diese  Dojjpehvurzel  zu  ermitteln,  gil)t  man  den  Gleiclumgen 
(11!))  folgende  Form: 

{bx  +  2c)x  -j-  d  =  0 
(a  X  -{-  2b)  X  --{-  c  =^  0, 

und  findet  aus  der  Determinante: 

{bx  +  2  c)     d 

{ax  -h  2b)      c 
für  X  den  folgenden  Wertli: 

2{bd-c') 


=  0 


X  = 


(bc  —  ad) 
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